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绪 论 
MARKOV PROCESSES 
WITH TWO PARAMETERS 


在 自然 界 和 人 类 社会 中 ， 普 遍地 存在 着 两 类 客观 现象 ， 必然 
现象 和 随机 现象 ， 必 然 现象 是 在 一 定 条 件 下 必然 会 发 生 的 客观 现 
象 , 其 结果 能 预先 确定 . 例如 . 在 标准 大 气压 下 , 纯 水 加 热 到 100°C 
必然 沸 冉 在 全 力 作用 下 ， 质 点 作 等 加 速 运动 、 而 随机 现象 是 这 
样 的 客观 现象 , 在 -- 定 的 条 件 下 , 人 们 不 能 预先 确定 出 现 的 结果 ， 
只 能 说 出 现 多 种 可 能 结果 中 的 一 种 ， 例 如 ， 某 公路 桥 每 天 通过 的 
汽车 数目 ， 它 是 非 负 整 数 集中 的 一 个 数 ， 在 相同 工艺 条 件 下 生产 
出 来 的 灯泡 的 使 用 寿命 ， 它 是 非 负 实 数 集中 的 一 个 数 ， 虽 然 ， 单 
个 的 列 机 现象 其 结果 具有 一 定 的 偶然 性 ， 但 大 量 的 随机 现象 却 区 
含 着 必然 的 客观 规律 ， 例 如 , 挪 一 八 均匀 的 硬币 ,在 一 次 投 搓 中 ， 
人 们 不 能 事先 确定 必然 出 现 正面 ， 但 随 着 投 据 次 数 的 增加 ， 人 们 
会 发 现 , 出 现 正面 的 频率 (出现 止 面 的 次 数 与 总 投 毛 次 数 之 比 ) 逐 
源 稳 定 于 广 ， 宏 率 论 就 是 研究 随机 现象 数量 规律 的 数学 分 支 ， 其 
任务 在 于 从 数量 上 揭示 大 量 可 重复 的 随机 现象 中 的 必然 规律 ， 

撤 率 论 有 着 悠久 的 历史 ， 但 遗憾 的 是 ， 它 的 起 源 却 与 赌博 有 
X. 早 在 36 世纪 , 意大利 的 一 些 学 者 就 开始 研究 掷 假 子 等 赌博 中 
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的 HEALER. i7 世纪 中 叶 , Bese ee aE ee ea 
博 问题 ， 如 著名 的 “得 分 问题 *.、“ 输 光 问 题 ”等 ，1713 48, TER 
典 数学 家 雅 各 布 第 一 * 怕 努 利 的 遗 著 中 ， 首 次 出 现 了 概率 论 中 的 
极 腿 定理 , 即 通常 概率 论 教材 中 的 伯 努 利 大 数 定律 . 1716 fF, A. 
棣 美 弗 得 到 了 历史 上 最 初 的 中 心 极限 定理 , 后 来 为 P . S， 拉 普 拉 
斯 推广 , 这 就 是 通常 概率 论 教 材 中 著名 的 棣 美 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极 
限定 理 , 1920 年 , G. 波 伊 亚 把 独立 随机 变量 部 分 和 的 分 布 肖 近 于 
正 态 分 布 的 一 类 定理 ， 称 为 中 心 极限 定理 ， 极 限定 理 是 概率 论 的 
重要 内 容 ， 也 是 数理 统计 的 基石 之 一 ， 其 理论 成 果 比 较 完 善 ， 本 
世纪 30 年 代 , 有 关 独 立 随 机 变量 的 极限 理论 已 至 完备 . 但 新 的 极 
限 理论 问题 在 理论 和 实际 中 仍 不 断 地 产生 ， 概 率 论 虽然 起 源 王 赌 
博 ， 然 而 其 后 来 的 快速 发 展 还 是 由 于 自然 界 和 生产 实践 需要 的 推 
动 、 中 心 极限 定理 就 是 从 数学 上 严格 证 明 ， 在 实际 中 ， 受 许多 相 
互 独立 的 微小 的 随机 因素 影响 的 现象 ， 其 总 的 影响 可 以 看 作 服 从 
正 态 分 布 . 

由 研究 单个 的 随机 变量 到 研究 随机 变量 序列 ， 是 一 个 大 的 飞 
有 夏 ， 它 表明 大 们 对 随机 现象 的 观察 已 经 从 静态 转向 动态 ， 由 单 次 
或 单个 时 刻 的 局 部 观察 转向 随 着 时 间 而 推进 的 整个 过 程 的 全 面 观 
察 . 出 于 实际 问题 的 需要 ， 特 别 是 受 物理 学 的 刺激 ， 人 们 开始 研 
究 随机 过 程 . 实际 上 ， 随 机 变量 序列 就 是 一 种 离散 参数 的 随机 过 
程 ， 例 如 , 假定 进行 一 系列 的 投 毛 硬 币 ， XX 表示 第 = KEM 
正面 的 数目 (0 或 1)， 则 OL, n—1. 2, =) ARMM — APU 
的 结果 . 一般 地 , GET = (0,1, 2, =}, 对 每 个 nT 有 一 个 随 
机 变量 X, X= (X, 2€ T) 就 是 一 个 离散 参数 的 随机 过 程 . 这 
BT RYU HRB. 也 可 以 理解 为 单位 时 间 的 非 负 整 
教 倍 时 刻 的 集合 ， 或 是 作 别 的 理解 ， 这 无 关 紧 要 、 但 通常 都 理解 
T 为 时 间 集 合 . 由 于 时 间 的 连续 性 , 重 由 于 实际 的 需要 , 需要 考虑 
T= fo, ce)， 对 每 个 上 ET， 有 一 个 刻 划 * 时 刻 随 机 现象 的 随机 变 
HX, X= {Xo ET) 就 是 一 个 连续 参数 的 随机 过 程 ， 它 是 从 
“时 刻 0 开始 直至 无 穷 对 随机 现象 的 全 部 观察 ， 例如， 在 平面 上 作 

* ge 


45 BR an AI. TE eR ERR. (X,, YO 表示 :时 
Ahi tee BRB. X= Q(O.:€ T). Y= (Yo ET) 均 是 
将 机 过 程 ， 它 们 是 一 维 布 朗 运 动 , 而 C= { (Xe Yo. eC T) 是 
二 维 随 机 向 其 过 程 , 是 二 维 布朗 送 动 . 和 .了 或 C 分 别 描述 直线 上 
或 平面 上 的 布朗 粒子 的 运动 ， . 

对 于 随机 过 程 ， 人 人 们 关心 它 的 内 部 关系 ， 妈 它 的 随机 变量 癌 
的 关系 ， 最 简单 的 情形 是 独立 随机 过 程 ， 即 庄 随 机 变量 是 相互 独 
立 的 ， 但 在 实际 中 ,相依 的 情形 却 更 普遍 1907 E, REKER 
A. A. BRTK (1856—1922) 提出 了 一 类 相依 的 随 栅 过程， 后 
大 称 之 为 马尔 可 去 过程“ 国 内 常 简称 为 马 氏 过 程 ) 实际 中 常见 这 
RYE, 其 特点 是 : 在 已 知 它 自前 的 状态 OLD 的 条 件 下 , 它 
未 来 的 演变 (将 来 ) 不 依赖 于 它 以 往 的 演变 (过去)， 这 种 在 已 知 
“现在 ”的 条 件 下 ， “将来 ”与 “过 去 ”独立 的 特性 。 称 为 马尔 可 
KE {国内 简称 马 氏 性 》. 具有 马尔 可 夫 性 的 随机 过 程 称 为 马尔 可 
AGH. 实际 问题 中 ,许多 情形 都 可 以 近似 地 看 作 马 尔 可 夫 过 程 ， 
例如 , 研究 随 着 时 间 推 移 欧 我 国人 人 口 数 量 , 它 是 一 个 随机 过 程 . 我 
国 现 有 人 口 1247. 要 预 浏 今后 的 中 国人 口 数 , 当然 内 与 现在 的 12 
AK, MFHEHAORM., HSN, MA, BAM 
武 时 代 ， 清 代 的 人 口 数 无 关 ， 因 此 ， 我 国 的 人 口 数量 随机 过 程 可 
以 看 作 是 一 个 蕊 氏 过 程 ， 叉 和 例 如， 一 个 作 布 朗 运 动 的 粒子 ， 已 知 
它 现在 处 的 位 置 ,今后 的 运动 状况 与 粒子 过 去 的 运动 状况 无 关 , 它 
只 依赖 于 现在 所 处 的 位 置 。 因此 ， 布 朗 运 动 也 是 马 氏 过 程 . 

马尔 机 夫 这 程 基 被 入 们 广泛 研究 ， 且 理论 成 果 最 丰富 的 随机 
过 程 之 一 ， 它 的 强大 的 生命 力 来 源 于 理论 本 身 的 内 部 ， 来 源 于 其 
它 数学 分 支 如 位 势 理论 、 居 微分 方程 理论 、 复 变 函 数论 、 泛 函 分 
析 等 ， 述 来 源 于 其 它 学 科 如 物理 学 、 力 学 、 化 学 、 生 物 学 、 甚 至 
经 济 学 和 人 文科 学 ， 更 重要 的 是 来 源 于 生产 活动 、 科 学 研究 、 工 
程 技 术 ( 特 别 是 高 新 技术 ) 中 大 量 实际 问题 所 提出 的 要 求 . 因此 ， 
马尔 可 夫 过 程 在 数学 其 它 分 支 、 自然 学 科 、 人 文学 科 、 工 程 技术 、 
生产 实践 中 有 有 着 广泛 的 应 用 . 


马 氏 过 程 的 理论 研究 已 有 丰硕 的 成 果 . 1931 4E. 前 苏联 的 数 
FRKA H 柯 尔 莫 可 将 去 发 表 了 著名 的 论文 《概率 论 中 的 解析 方 
UE. 首先 地 将 微分 方程 等 分 析 方 法 用 于 马 氏 过 程 , AETS Kit 
程 的 理论 基础 ，1951 年 前 后 , 日 本 数学 家 伊 芯 清 在 法 国 P， 莱 维 
和 前 苏联 的 数学 家 C. H. 伯 思 斯 坦 等 人 工作 的 基础 上 , 建立 了 随 
机 微分 方程 理论 ,为 研究 马 氏 过 程 开辟 了 新 的 道路 . 1954 年 前 后 ， 
美国 数学 家 W. 费 勒 将 证 函 分 析 中 的 尘 群 方法 引入 马 氏 过 程 的 研 
ATP, PLIT SRE., FH, AADAT ZERKA M 
的 数学 察 E.B， 登 金 通过 马 氏 过 程 的 轨道 台子 它们 以 概率 意 闵 
《如 特征 算 子 等 )，50 年 代 初 , 日 本 角 谷 静 夫 和 美国 J.L， 杜 布 等 
RAL Be SRO 27 Be PRA SRR. JH, 3 
EHA G. A. 享 特 研究 了 相当 一 般 的 马 氏 过 程 ( 即 右 连 左 极 拟 左 连 
续 的 强 蕊 下 过程， 后 人 称 为 享 特 过 程 ) 与 位 势 的 关系 . ART, Bt 
形 上 的 马 氏 过 程 、 马 氏 随 机 场 、 无 穷 粒 子 马 氏 过 程 等 ， 都 是 方 兴 
未 芯 正 在 深入 研究 的 课题 . 

在 我 国 ， 马 尔 可 夫 过 程 得 到 深入 的 研究 . 50 年 代 初 ,， 许 宝 骤 
教授 在 北京 大 学 举办 的 概率 论 讨 论 班 ， 开 创 了 我 国 概率 论 研究 的 
新 局 面 . 50 年 代 末 ,从 莫斯科 大 学 留学 回国 在 南开 大 学 任教 的 
梓 坤 老师 ， 将 马 氏 过 程 引 入 我 国 . 并 带领 学 生 们 对 蕊 氏 过 程 开展 
系统 的 研究 ， 使 马 氏 过 程 的 研究 在 国内 鞍 勃 开展 . 王 祥 坤 教授 首 
创 极 限 过 婆 法 ， 衔 底 地 解决 了 一 类 特殊 而 重要 的 马 氏 过 程 即 生死 
过 程 的 梅 造 问题 . 由 此 引导 我 国学 者 对 马 氏 过 程 的 构造 问题 即 QQ 
ERRA 〈 包 括 含 瞬时 状态 的 情形 ) 进行 深入 系统 的 研究 并 取得 
很 大 的 成 绩 . 70 FRK, 严 士 健 教授 及 其 领导 的 集体 开展 了 对 无 
穷 粒 子 马 氏 过 程 的 深入 和 系统 的 研究 ， 梁 之 胜 教 授 及 其 领导 的 集 
体 开展 的 对 随机 点 过 程 和 Delphic BR. BRAT RRB) A DT 
究 ， 均 取得 丰富 的 成 果 . 此 外 ， 对 布朗 运动 与 位 势 、 扩 散 、 测 度 
值 马 氏 过 程 、 马 氏 过 程 与 分 形 及 维 数 、 马 氏 过 程 与 神经 网络 、 多 
参数 蕊 氏 过 程 、 马 氏 随 机 场 、 随 机 狄 里 克 雷 问题 、 随 机 微分 方程 
的 马 氏 解 等 马 氏 过 程 的 理论 领域 亦 成 果 黑 累 . 至 于 对 马 氏 过 程 应 
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AOR. Se. CRA. DEBT AOR 
EFA 

1983 年 和 1984 年 , EPR RRS (BH Orn- 
stein-Uhlenbeck 过 程 》 和 《两 指标 马尔 可 去 过 程 》 这 两 篇 论文 开 
创 了 我 国 对 多 参数 随机 过 程 特别 是 对 多 参数 马 氏 过 程 的 研究 。 所 
谓 客 参 数 随 机 过 程 ， 是 指 一 族 随 机 变量 或 随机 向 量 XS Xe E 
T} ,其 中 工 是 4 ERK Gill R" 中 的 非 负 格子 点 集 2Z4 或 非 负 点 集 
Ri. HE, 全 不 是 全 序 集 ， 是 半 序 集 ， 这 与 单 参 数 随机 过 程 的 单 
参数 集 为 全 序 集 ， 是 有 本 质 区 别 的 ， 单 参数 情形 的 参数 集 可 以 理 
解 为 时 间 集 , 而 在 多 参数 情形 ,“ 时 间 ” 集 了 与 现实 的 时 间 太 相 径 
庭 了 ， 从 理论 上 讲 ， 由 单 参 数 随 机 过 程 过 渡 到 多 参数 随机 过 程 是 
再 自然 不 过 的 了 ， 正 如 研究 了 一 元 函数 后 必然 要 研究 多 元 函数 一 
样 ， 然 而 ， 多 参数 随机 过 程 的 产生 仍 有 它 的 实际 背景 ， 例 如， 如 
时 我 们 考虑 固定 地 点 的 温度 , xk c FO LE IUOS X... M X= (X,, 
i270} 是 单 参数 随机 过 程 , 但 如 果 我 们 考虑 某 一 地 区 的 温度 , 地 点 
不 是 国定 的 ， 它 由 三 个 坐标 Go n. io Bm, HRs ( 记 为 
Lt). Hl Xu a PEAT te 时刻 在 地 点 Gis ts t) 的 温度 ,随机 变 
Be X= L4, 便 是 四 参数 随机 过 程 ， 多 参数 随机 过 程 理论 
EHHE., AA. 水 文 、 瑞 流 、 随 机 振动 等 方面 都 得 到 了 重要 的 应 
用 . 

正 像 单 参 数 随 机 过 程 按 其 内 在 特性 斌 以 分 为 马 氏 过 程 、 鞠 过 
程 、 平 稳 过 程 等 等 一 样 ， 人 人 们 试图 给 出 多 参数 马 氏 过 程 、 儿 参数 
ROR. 多 参 数 平 稳 过 程 等 类 过 程 . 但 由 于 多 参数 集 的 非 全 序 性 ， 
人 们 立刻 发 现 , 多 参数 随机 过 程 不 是 单 参数 随机 过 程 的 简单 推广 ， 
和 而 有 着 本 质 上 的 不 同 ， 人 例如， 就 马 氏 性 而 言 ， 对 于 单 参数 集 了 一 
10, 00), “过 去”“ 现 在 "“ 将 来 ” 非常 明确 ， 有 自然 的 顺序 ， 然 
而 ， 对 于 多 参数 集 型 ， 其 “过 去 ”、“ 现 在 ”、“ 将 来 ”就 不 好 明确 
了 ， 可 以 对 “过 去 ”、“ 现 在 ”、“ 和 将 来 ” 作 各 种 不 同 的 理解 ， 因 而 
产生 各 种 形式 的 多 参数 马 氏 人 性、 又 何如 ， 在 单 参 数 齐 次 马 氏 过 程 
理论 中 ， 次 定 马 氏 过 程 的 压缩 算 子 半 群 及 其 无 穷 小 算 子 ， 也 难以 
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推广 到 多 参数 马 氏 过 程 中 ， 因 此 ， 多 参数 随机 过 程 有 它 自身 的 独 
特 的 概念 、 内 容 、 方 法 和 结果 . 

在 多 参数 随机 过 程 中 ,以 两 参数 情形 最 具体 ,最 有 代表 性 .也 
最 有 启发 性 .70 FRAR, 国内 外 许 包 学 者 已 开展 对 多 参数 随 
机 过 程 特别 是 多 参数 著 的 研究 ,对 多 参数 马 氏 过 程 的 研究 还 较 少 ， 
我 们 对 多 参数 马 氏 过 程 特 别 是 对 两 参数 马 氏 过 程 进行 了 10 年 的 
集中 的 研究 .本 书 是 国内 外 学 者 ， 特 别 是 我 国学 者 包括 我 们 自己 
在 上 内， 对 商 参 数 号 氏 过 程 理论 研究 的 一 个 小 结 ， 其 中 有 许多 结果 
还 是 首次 发 表 的 .本 书 中 ， 除 第 8 章 可 以 是 更 多 的 参数 外 ， 其 余 
均 讨 论 两 参数 情形 ， 许 多 概念 和 结论 推广 到 更 多 参数 的 情形 并 不 
困难 . 

全 书 共 5 篇 计 14 E. 第 1 篇 条 件 独立 性 和 两 参数 鞍 是 预备 性 
的 ， 它 包含 第 1，2 两 章 . 第 1 章 般 述 常 用 的 记号 和 概念 ， 以 及 本 
书 需要 的 一 些 基 础 结论 .第 2 章 简单 地 介绍 了 单 参数 堵 的 某 些 结 
论 ， 并 叙述 了 两 参数 部 过 程 . 第 2 篇 两 参数 马尔 可 夫 过 程 的 基本 


， EPS 3, 4, 章 ， 第 3 章 论 述 各 种 两 参数 马 氏 性 及 它们 之 向 的 


关系 ， 给 出 了 清晰 而 完美 的 关系 图 和 反例 .特别 是 ， 凡 一 个 反例 
和 定理 纠正 了 外 国学 者 关于 “两 参数 宽 过 去 马 氏 性 等 价 于 ji SK 
性 , i 一 1，2” 的 结论 ， 第 4 章 论 述 两 参数 单 点 马 氏 过 程 ， 它 实质 
土 只 反映 两 参数 随机 过 程 的 部 分 特性 ， 即 过 程 在 存在 序 关系 的 诸 
参数 点 土 有 在 形式 上 类 似 于 单 参数 的 马 氏 性 ， 但 两 参数 单 点 马 氏 
性 与 单 参数 马 氏 性 仍 有 本 质 差 别 ， 这 是 因为 两 参数 单 点 马 氏 性 的 
“过 去 ” 比 单 参数 马 氏 性 的 “过 去 ”包含 更 多 的 内 容 ， 第 5 章 论述 
宽 过 去 马 氏 过 程 的 一 般 理 论 , 包括 过 程 的 存在 定理 、 强 马 氏 性 、 轨 
道人 性 质 如 有 界 性 、 灯 函数 性 、 阶 梯 人 性、 连续 人 性 等 等 ， 我 们 还 利用 
了 在 马 氏 过 程 上 生长 马 氏 过 程 的 方法 ,构造 重要 的 两 参数 过 径 . A 
划 两 参数 宽 过 去 马 氏 过 程 的 重要 分 析 工 具 是 三 点 转移 函数 谈 ， 它 
业 似 于 单 参数 转移 函数 族 刻 划 单 参数 马 氏 过 程 ， 当 状态 空间 可 数 
时 ， 单 参数 苞 氏 过 程 必定 存在 转移 函数 族 ， 超 被 的 是 ， 两 参数 寅 
过 去 马 氏 过 程 未 必 存 在 三 点 转移 函数 族 , 例如 即使 是 两 参数 Pois- 
" &* 


son 过 程 也 不 存在 三 点 转移 函数 族 . 第 3 篇 状态 可 列 的 两 参数 三 
点 转移 函数 族 包 含 第 6,7 章 , 主 要 论述 三 点 转移 函数 的 解析 人 性质 . 
第 6 Mit = SE BRS ME. ESE. BPE. TR. 
远 极限 等 性 质 ， 建立 了 三 点 转移 函数 族 与 单 参数 转移 函数 族 之 间 
的 联系 ， 并 得 到 三 点 转移 函数 族 的 表现 定理 .第 7 章 讨论 三 点 转 
移 渔 数 族 的 标准 性 和 参数 对 称 性 ， 并 得 到 四 个 偏 微分 方程 组 即 向 
上 、 向 下 、 向 在、 向 省 偏 微 分 方程 和 组。 它们 类 似 于 熟知 的 柯 尔 莫 
果 洛 夫 向 后 、 向 前 方程 组 ， 第 4 篇 几 类 重要 的 两 参数 马 氏 过 程 包 
$588, 9, 10, 11, 12, 13 章 ， 第 8 章 专 论 多 参数 随机 游 动 ， 它 
是 状态 离散 ,参数 离散 的 简单 的 也 是 最 基本 的 多 参数 马 氏 过 程 . 第 
? 章 专 论 两 参数 独立 增 量 过 程 ，Levy 单 ， 讨论 了 Levy 单 的 表现 、 
构造 、 轨 道 分 解 、 样 本 函数 及 Levy SRS. 第 10 ETRAS 
GPL PR. 找 出 了 这 种 流 的 表现 形式 . 两 参数 Poisson 过 程 是 
两 参数 随机 事件 流 的 特 丈 情况， 第 11 章 专 论 Poisson 单 和 广义 
Poisson 单 , 即 两 参数 Poisson RAMS EI" Y. Poisson 过 程 . iF 
论 了 它们 的 存在 定理 、 基 本 性 质 、 著 肇 划 、 截 口 定 理 、 帐 线 排列 、 
轨道 结构 和 性 据 ， 以 及 它们 在 射线 上 的 导出 过 程 等 . 对 于 它们 的 
轨道 结构 ， 可 以 说 非常 清晰 并 且 是 一 目 了 然 的 . 前 面 已 经 提 到 ， 
Poisson AIS” €. Poisson 单 不 存在 三 点 转移 函数 族 . 但 这 一 能 点 
可 以 补救 , 即 把 Poisson 单 和 广义 Poisson 单 的 状态 空间 扩大 为 一 
切 整数 的 集 时 , 它们 却 有 三 点 转移 函数 族 , 我 们 称 之 为 扩 状 Pois- 
son 三 点 转移 函数 族 ， 第 12 章 专 论 Brown 单 即 两 参数 布朗 运动 . 
讨论 了 它 在 曲线 上 的 导出 过 程 、 挝 性 、0-1 律 、 两 参数 马 氏 性 、 样 
本 函数 性 质 ， 奇 点 蔓延 等 ， 第 13 章 专 论 丙 参数 Ornstein-Uhlen- 
beck 过 程 . 讨论 了 它 的 基本 性 质 、 两 参数 马 氏 性 、 奇 点 幕 延 、 预 
测 及 导出 过 程 等 第 5 篇 马 氏 型 西 参 数 随 机 微分 方程 含 第 14 章 ， 
讨论 了 作为 随机 微分 方程 解 的 两 参数 马 氏 过 程 ， 讨 论 了 解 的 存在 
性 ， 解 的 两 参数 马 氏 性 ， 宽 过 去 强 杞 氏 性 及 解 的 佑 计 . 

本 书 基本 上 是 自封 阅 的 ， 队 基础 知识 写 丐 ， 逐 步 深 入 ， 精 心 
编排 ， 首 次 将 两 参数 马 氏 过 程 的 结果 形成 一 个 理论 体系 ， 对 单 参 
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数 随机 过 程 和 单 参数 马 氏 过 程 较 熟 悉 的 读者 ， 阅 读本 书 不 会 有 太 
大 的 困难 ， 第 1，3 章 是 必须 读 的 ， 读 完 第 1，3 章 后 .基本 上 可 
以 直接 阅读 读者 感 兴趣 的 章节 .这 里 列 出 的 各 章 间 关系 图 ， 可 以 
作为 读者 阅读 本 书 的 向 导 . 

各 章 间 关系 图 


^ TO. 


第 图 篇 
条 件 独 立 性 和 两 参数 款 


] 预备 知识 


81.1 常用 记号 


WZ-—(Q0,-1.E2,-)52.-—(0,1,2,--),R'—R—(-—oo,-k 
œ), R; =[0, +20). X] 02d € Z, , it d KR RÁ^—RX- XR, 
Z =Z XK XZ Ri =R XX RZ =Z, X XZ d 

TESTY Xe XTP, TË SR R Z, pid. 
R" 或 型 中 Borel 集 金 体 记 为 BROR EAR). 255 q—2 RN 
将 恒 设 TI =R RT ZU ,虽然 本 书 中 许多 概念 各 结论 对 T= 
R XZ T5 =Z, XR 也 适用 . 记号 I, dog 88 A 的 示 性 函数 ， 
ES Y ”表示 "对 任意 ” 记号 “年 " 表 示 定 理 的 证 明 结 东 . 

TCE, SDR AB BY M eB). 本 书 中 ,路 特 别 指明 外 ,( 五 ,7) 恒 表 
示 下 面 两 种 空间 :EE 是 可 列 集 , 有 离散 拓扑 ,2S 是 上 的 所 有 子 集 全 
体 ,此 时 不 妨 设 E=2Z.;E=R1,8= BCR). GP CORRE.) 
的 d KAREE. o6" 表示 CEO LA. ARS BT ee A 
Stk. 当 4—1 时 ,上 述 诸 记 号 中 ,< We. 

设 DCR,.DC-:9GD0.id BUD) =P AR), BD)= AA 
EZD), | Alce [A | 表示 A 的 惑 贝 格 测度 . 

U r= Gt) y= lu ETI H ry 表示 SS 日 iva 
y En asu H tv Sy 表示 SU Be>uidza y= ANEA 
v).z V y— GV ut Vu) 2Qy—Cs,u). 

设 zk» FARA 

(z.y|— {r:r ET h rry} 


e Fg. 


AE DERUD. ABE MRM Ley) lzy] fe. 3205. 
R c=, DET} y= Ga Wet Set TATER m 
=: 
L= (Cast) suzmO! VS G0 veo}, 
Lis {yir E Lovee) Lo = ly yt Liye}. 
Vi = {yy EV yee) V. = [yy EV nyeh. 
久 一 了 3 UVE ye be UV. 
l Ri= R! = (Cav) sess veo}, 
Ris R= | fuso) uc zt. 
RY =RY={(u,v) :ues,ve0}, 
Re =R” = { (uu) :uO vt}. 
R,—RI()RiI—[O,z].R;—RFURT, 
Ri SR URRE = {yz} =e). 
Ut= (2,00) Q(z) 9 [2,09) Qu GO =[0,2). 
Qt =lyiy €z 8S y€ Lr}, 
Qe) = lye «y X ye Ve}. 
特别 地 ,表示 T4 的 边界 ,0 也 表示 原点 (0,0)， 
设 r=6. DET}, DOT] , 定 交 投影 
m(D)=nl(D)= Usev) €T EE u fio VIED}. 
t(D) = nOD) — { (ust) € TA FTE v 1B uv) € D). 
mD =r DARD UA DN RD Uz A y:yE DARI). 
m UMED Uai CD) U iz A yey E DARE 
34 T} =R. 表示 R34 中 的 欧 几 里 得 距离 . 对 PCR ,引进 
邻 域 : . 
Dc Bi OCD, 2) = {rE Rplz, DIAE) 


aD LABRO: (aD) — «€ Dip aD) 1. 
aD 的 士 外 邻 域 Or (aD) = (s€ D pte aD) 1). 


其 中 ,nn HERR, D — R1— D, DAMDAN D 和 D 的 闭 包 ， 
a l4 . 


aD Æ D AA. TREE 24 D= (z mt, id OCic} 029 Ot, e). 
设 X=(X(z) ce Ri | REM RIL E GR. 如果 当 y 
€ Qz) B. yz 时 极限 limXky) 存 在 , 则 记 极 限 值 为 XL 2). 分别 
Xe) Xi GO 2g X dE d z DA c6 ER. IRL £— 1.2.3.4, 
XG fete. Bx X AT RHR X. GO Ou AIT RR. B 
数 区 称 为 单 增 的 ,如果 Y zsy XGOSX GOL PAH. 
IRV r&y X 在 tz;y] 上 的 矩形 增 量 X Gy 220. XX EL R ^8, 
Xiz yj H= XG) ROY) — XCG9z) + X (22. 
如 果 X Se LOREMS LER OX A. RE 
售 的 两 个 概念 . 


$12 两 参数 随机 过 程 的 基本 概念 


RNF, PRERA REEM. RF ET E A 的 于 
TUE ME APRE ODC): 
CF) 单 增 性 ”如 zslycH M... 
CFO 完备 性 V. 含 所 有 的 零 概 率 集 ， 
IEF ET) g 
F = AL M F.. 


ETÀ 
AGERE ES o BLUT, ORIS. ,满足 
EOF gorf u CU ne 
A Bb HESS EA | 
CO FERE G.—.. xb zETL-RL 
CF.) 条 件 独立 性 V EECTA ERI F, ZF FLA FEE 
件 独 立 , 记 为 
GIR HED 
这 星 记号 
Kia \ ,i=1,2. 
y€ R. 
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A br Xx iu 
EOF, F= Fi, dp xu. 
设 PCT73 , 记 
FM YF, 


rE 
特别 地 
F =F CR) Fi HFRS FIN FY. 

ik H=(e.8),a Fl 2 RERET TPU (oo A TP U foo} 
的 随机 恋 量 , RY ce TU. ACA SCF OAH HAr) E 
HE EFI (HEDEFE) WRH AFETO 
AGERE, EPRA 9S PER SAPD 

iH ABFA 

Fa AEF LIV ET AN USD EF }, 

F h [=o F Al CGEEDIAC AT ET). 

F i SAEF LM x€TVLADCL GT) €). 
它们 都 是 = 域 , 并 称 2 A SC n 4) BOR OSE o RPS H 
前 事件 o 域 . 

FR LCR 为 分 制 线 ,如 果 工 是 连续 曲线 江 将 RR 分割 成 两 部 
份 , 且 工 中 任何 两 点 无 严格 的 序 关 系 . 

分 割 线 全 体 记 为 Z. 坐标 轴 % 与 工 围 成 的 财 区 域 记 为 [0， 
L].ig[6,D)-—[0.L]—L. 1e ££ PRE BRAC S WT: H L 
L€ e MROLICO.L ] id 8 Li Ls HELL L0 = LO, 
L,)—[0. L0 3 WRO, £4, JELO, £52 MHE Lob. 记 5802723 d 
EKOL L€ L ERI RS EB o SR. eles, Lo. 


p= Vs 


ETME 
BL BOIWBUN. (90 GA EPI) ER Go LC cl) 
€ 5 (o.7D (相应 地 , (w: LGO ID € E (LOD) UR L AGE 
(相应 地 , 宽 停 线 ). 
设 工 是 宽 停 线 , 记 s 域 
| Au SAEF a ANCTLDNE PAO YY ee. 
=- Jő- 


(Se od aed 


ae NI LL 


显然 ,如 LL. M] F LC 14. 

设 X=(X(z).zET ER MRR SO, POE R 
TE AHAS LI fg. atid XGA X, RX (2,0), we 
0. WRV z€ T5 XG FY, RB RX WRF GU LSECTL) 
适应 的 . 周 此 ;为 更 明确 ,有 于 我 们 也 记 X 为 

X— 2,27 PEO AET). 

对 DOET iE 


FD) =0{X a) zE D). 
这 里 以 及 今后 ,af{…} 表 示 括 号 内 的 随机 变量 族 或 子 集 类 产生 的 o 
域 并 完备 化 . 特别 地 


FBR yszh 
PRF. ET BEX AR o BOK. 在 本 书 中 ,如 过 程 X 
3E 555 XE TE AR A t 097.) MLZ 48 C97.) ,除非 符 别 说 明 . 
R Y= {Y ET, BEEE, F, P EKEN. 
如 果 Y z€T4.P(UXG)-YGO) 1.8 Y 5 X Hp s sii. 
如 果 过 程 Y AX ALAS APE E EE ÉXSUY 
= MEAL MRS EUER X SY 为 同 ( 有 限 维 ? 分 布 的 . 
TAR Ti =R KBR X= (X (2), 2z€ R54} 的 几 种 属性 . 
如 果 对 每 个 cO. ARU Gen z € Ri 是 连续 函数 , 称 过 
RB X 为 连续 的 . BUEN X BRE LESH AR AAR 
PRAY. 
RE AR A ORY } 适 应 过 程 所 产生 的 Ri XD 上 
的 c JR RAM Rs 域 , 记 为 A. He UA. .2€ RG 
应 过 程 产 生 的 REX EB] o RRA A oo 域 , 记 为 2. 
RF © aM oe X RAW Ea. 关于 c MEX 
RAT Bit e. 
称 过 程 X=—(X), ze R4} 为 可 测 的 ,如 果 YW BE 加 ,有 
(ru): XD EB CBR IX. 
« [Fe 


HHBRIXF RRA o Bip BRIX HK 关于 乘积 测度 工 x 忆 
的 完备 化 沁 是 勒 贝 格 测度 ， 
Ek X 为 乘积 可 测 的 或 Bore 可 测 的 ,如 果 Y BELA 
{gow Rr D EBE BRL X EF. 
PREDEROX 为 强 可 测 的 ,或 循序 (可 测 ) 的 ,如 果 Y¥ ERIX E 
” 制 在 及.X 上 时 ,是 BRD XX 多 .可 测 的 . 
据 定 过 程 X PPR Oo”. AV eC Ri ,PIX(z)= co0}=0. 
称 尖 为 可 分 的 ,如 果 存 在 Ri 上 的 可 数 笛子 集 @ 和 概率 为 零 的 于 
集 4, 使 对 -一 切 开 集 GCRA AR FCE, A 
UG) € F X—9)z€GQ) —{XGIEF MH z€G) 
CA. 
Bk A AAIE 为 可 分 集 , UR. X MRE RMT SE ET 
4r 8k X 为 完全 可 分 的 . 
如 果 Y z€ Ri yc OX CORE X GO VR X ARG 
机 连续 的 . ' 
56S Bot Bad EEL], § 3.1 EH 1 8022. § 3.3 
定理 D BRO X= (X(z) ECR RTA EX LE 
续 , 则 存在 完全 可 分 的 ,可 测 的 修正 . | 


$r3 单调 类 和 复合 函数 定理 


LIEN ” 设 旭 是 非 空 集合 , 客 是 如 的 一 些 子 集 组 上 成 的 集 
Z. RAAL CATER. WREE MEP MAE CO GD cid; 

@ Dew. 

di) "T AEF, W Q-AEce. 


Ci» Tcv, i=l, 2, rt, 7a mU Aes. 
Ke wit, unice MELE 0 GO RETRY Ge. 
Go MAES, ici, 2, ^ MU Aes. 
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KE H RA CR. MRE RAWEPRORE OW): 

(v) MAES. HA FARA LA, Dj ACE. 
Tk cR REOS. MRS 仅 只 满足 下 面 的 条 件 〈vi)， 

(vi) MA, BES, WM ABC. 
Re Ax mR WR MARE PBR Ou Willd (vx): 

(vii) DES. 

Gii MA, BES, ACB, Ii) B—CACv. 

(vx) A,C@, A. A, MW ACS, 
Re WAR. 

下 面 的 定理 是 熟知 的 . 

1.2 定理 如 果 容 既是 x 系 又 是 14 系 ,或 者 , V 既是 域 又 是 
YHK, H E Eak. 

下 面 的 定理 是 集合 形式 的 单调 类 定理 ， 

1.35818 REM 940 LH TRA. Co. 如 果 下 
面条 件 之 一 满足 ， 

G) ox BAR, @ Bx E. 

Gi) -是 单调 类 ， dh. 
Ni) Cer RBURS RoE) RPS MEW OG bns 
域 . 

下 面 的 三 个 定理 是 梢 数 形 式 的 单调 类 定理 , 

1.4 定 理 HEERA EHA, 如 是 0 上 的 一 些 实 值 
函数 组 成 的 线性 空间 ， 满 足下 列 条 件 (OO Gi) Gid: 

G) 16.2%, 

GD WAELE, 0f. £F. f AR GHAR. AR. MSE 
er. 

Gi) 对 一 切 AEF, REBA LEJ. 

则 -2 包含 如 上 的 一 切 z( 客 ) 可 测 的 有 限 实 值 (相应 地 ,有 界 ) 函数 . 

1.5 EH 设 22 是 中 上 的 一 些 有 界 函 数组 成 的 族 ， 它 对 于 
一 致 有 界 且 单调 的 序列 取 极 限 封闭 (以 后 称 多" 为 单调 族 ). WEE 
Cee, ARRAS RE: 

* ige 


G wv Rb. 16”, V 对 取 有 限 下 端 运 算 封闭 . 

Gi} FER Ee BAAESHAMRAHED, 1€ ww, F 
x— Soi Bt a. 

则 .22 包含 一 切 CF. FEE) WHA RR. 

这 里 以 及 今后 , of, f CO) 表示 由 括号 内 请 数 所 产生 的 so 
域 ， 即 它 是 使 每 个 SES 可 测 的 口上 的 最 小 = 域 , 

1.6 E38 设 EO LH B8 Em. Eat— 
TA FY SUP PIB RHA], A RH. ae, 
且 王 面 两 个 条 件 之 一 满足 ， 

O ge 是 线性 空间 ，1E 如 ， HREH. 

GD FER, HEEF LEE, Œ -ARAF 1. 
NBE, f € «0 nimi RRR. 

下 面 的 定理 是 Doob 复合 函数 定理 . 

1.7 定 理 设 f 是 虽 到 可 测 空 间 CL, dips, pH 
上 的 复 值 函数 , AH edi oT) 可 测 的 ,必须 而 且 只 需 , 存在 E 上 
hf SpA BINE A. 使 8 是 上 与 站 的 复合 , Meares. MRE 
是 实 值 〈 相 诬 地 ， 有 界 》 d8. WAGER A HBA 《相应 地 ， 有 
yo bf 

下 面 的 定理 是 Doob 复合 函数 定理 的 重要 应 用 . 

1.8 ER i (E, Z). iE) 是 一 族 可 测 空间 ， 对 每 个 i 
EI, f, jÉ 28] (GG, £) 的 映射 . VE VIE GO EM oh. € Daj 
测 的 复 值 〈 相 庶 地 ， 实 值 ) 函数 . WET HIRSH, UE 
(IT. I2) 上 的 可 测 复 值 ( 相 应 好， 实 值 ) 函数 上， 使 得 p= 


he 所 .这 里 太一 (fi, ies) X as Ds nemen. 
$1.4 单 参 数 马尔 可 夫 链 
LORN 设 五 是 可 列 集 ， 称 为 状态 空间 ， 对 每 个 ;+，JjE 互 ， 


设 有 二 元 实 慎 少数 PG, v), us, v€T,. uv, Hid PG. 一 
. 20 . 


(Pifu, v); i, JEE} MEIER i, JEE, u, ETa, uv, 
下 面 的 〈i Gi) GD HX: 
a» Pa, v) zz 0. 
Gi) SIP le, v) —1. 
Gi) Pyle, v) = X) Palv Py’ we v! «v. 
k 


P P = Plu, o): n, vC€T,.. ucu) 为 BBR BM ROR. 
MRA Gi) PREA Sh” SRA SRB RRR. 如 果 每 
^oPG.v) RiP ome, KSA. Wid Plv) = 
Pg — u). WRT =R, , 且 每 个 P) Æ 0 ir] 3r OL di n] 0 e 
数 ， 称 齐 次 转移 函数 多 — (PG. i JEE, 7901 为 可 测 转 移 画 


Tk. 

1.10 定理 iU Z= (PO 0 是 齐 次 转移 函数 族 ， 风 下 
列 5 个 条 件 等 价 : 

i) PAM. 

GD 对 任意 指定 的 a0. 


dim sup 24 | Put + 4) — P,(t)| — 0 (10. 1) 
Gu) ”对 任意 指定 的 a > 0, 每 个 Pj) Le, too) 上 一 
致 连续 ， 而 且 该 一 致 性 对 了 也 成 立 . 确切 地 说 ， 对 任 给 s>0， 存 
dE ò = êla) 290, 4lal on, A 
[PG +h) PG) | ce VeEzzaRj€ckEk (102) 
Gv) P(t) 在 (0, +) EXE i, JEE. 
OD Hi, JEE, FRR 
lim PjG) = uy (10. 3) 
34 w—1 CAT w;—0. ji EE, MN. KF BEM. 
1.1) 定理 i9 7 EWEA, MIRRE RE U = 
Gu) 县 有 下 面 的 性 质 (i) Gi) GO: 
Gi) 非 负 性 Hjo. 
GO 所 规范 性 Zl1. 


. 2i" 


(iil? ESH t; = S iatis 
1.12 定理 设 多 是 可 测 转移 函数 族 , 则 对 任意 ,jEE， 存 


在 远 极 限 


lim Pyu) = Ui: (12. 1} 
i+ +a 


T Ast REV = (0 具有 定理 1.11 中 的 G) Gi) Gid, 以 


及 


A 


G 


GV vy = Deas) = >) Pal )vys 5 > 0. 
+ & 


Cv) 3H vi; Ae 0, 则 5v; 一 l. - 
1. 13 定理 Ut 2? EWR BRR. o HRB C2. D LB 


lim = "Pat — v,,4,j € E. 
ü 


&-- d. ca 
1.14 定理 ios (wj) EXE, 满足 定理 1.11 中 的 
Gi) GD. M EHA: 

E-FU( U7) 《14.1) 


其 中 下 可 以 是 空 的 或 非 空 的 , -er 是 非 空 有 限 集 或 可 列 无 限 集 , 该 
SRA A PRE: WE = 7; al}, 


Ci H= i 如 jc. 
GD 存在 实数 u jC E— F, WE 


i270, Qyuj=1, JEG (14. 2) 
使 得 

Wi; = Orsi; s inicl, j€4. I. Jeu. (14. 3) 
其 中 人 为 Kronecker #4. 

Gi) 存在 非 负数 os, (CF. JES, WB 

Pye (14.4) 
使 得 

Hij PH» IEF, JC. (14. 5) 


ERE, Mri ERA M (14.1), 实数 up jc E-F, 满足 


(14.2), JERR pu. IEF, JEF, WE (14. 4)， 则 按 (D, 


22+ 


(14.3) 和 (14.5) Wee U= u) 满足 定理 1.11 中 的 
a Gi) did. 

L15 定理 设 字 = (Pj) i j € E, 00) 是 可 测 转 移 函 
数 族 , U= up BRURB ER, HARE Ot D. PAP 
列表 现 ， 

G) Pj = 0, 如 iE EjE Fo 

Gi) FAR BRR S = (0, T, J € V, 100), ME 

lim Hi) = y, (15.1) 
使 得 

Pa) = Hyu p Mi Ej € Jd.J € Et > 0. 
其 中 Wi jj {15. 2) 

Gl) 存在 (9,， 十 oo) EMER BOW FJ € V. 


Œ 
HO 2:0, 9 Ht) = 1, 
sew (15. 3) 
DY HaGHIG) = HG H 0. 
MEF 
使 得 


Po = Hup CE Ed A EFE gO 

EZ, 2 Eo Q4. 1. 任 给 满足 (15. 1) 的 转移 函数 
Jk = (HuG) I,J EE, 050), EARE 5.3) HERE 
数 u), t>0, iC F, jEJ, JEZ, TARE (14. 2) Bg3R uj 
j€ E—F, HE (D 及 (05.2) (5.32 ELH 2 = P0), i, jE 
E, t220) En Me IE BR. 

1.16 定理 设 空 是 可 测 转 移 函 数 族 ，P 00, (C008 c B 
AR., M P; G) 在 上 E (0,400) ERSTE, RAT 
F. iF, BED P, G) f£ (0, M] -Aika M 是 
任 一 正 数 ， 

BK = (X(t), tz 0) 是 定义 在 完备 概率 空间 OO, F, P) 
E. BUR MS COE. 4» 的 随机 过 程 . EWI, Ay 

ope 


mith, H "eo" HE SRE, HE = EU {oo}. 

1.17 EX PX = (XO). 620) HERE. 如 果 对 任意 的 0 
mE Zas fis tos co d. P. FER, ， 凡 
E PXG) =u. kn, X(s) =i} >0, RA 

PiX +2) = (XG) = ipl SA Sn, XG) =F} 
= PiX(s +2) = j|X€s)} =f}. 17.1) 
WRERAA AES 50 无 关 , PR X 为 齐 次 的 . TIRE dESEER US 
BOR P = (PIG. je E,t> 0}, f PXG — 0 >on, 
有 
Pi = PXG +t) = jIX GL = 1) te 0, 17.2) 
称 马 氏 链 和 有 转移 函数 族 Z. 

1. 18 定理 ”每 个 齐 次 马 拱 链 均 有 齐 次 转移 函数 族 . 

由 于 此 结论 隐 合 在 通常 的 马 氏 过 程 或 随机 过 程 的 书 中 ， 但 未 
给 出 证 明 . 此 椒 我 们 给 出 构造 性 的 证 明 . 

证 WE ys) = {PLX G) —i]2» 0) EG) = E — E, (s), 
E (3,0) = {Gj PUXO = iX) 2 j]2 0). > 

6, Mie E.G); € E, 
tls) = P = 0, di € E,G).j € E.G), (18. 1) 
r0, i © E,(D,j € E, G). 
其 中 r ECRIRE 227-1. Xp JEE, Ssu, > 
PjG,u)— S u,G)PIXGO = jIXG) — r). 
FEE, in 
(18. 2) 
HX 的 齐 次 性 ， 易 知 PG, sto 与 无关， HHP). Ba 
(17.2) R. 可 验证 多 = (P4. i. JEE, t0) 满足 定义 1. 
9 中 的 (i) — Gv), BD 多 是 转移 函数 族 . a 
1.1938EX. HEX = {Xn 250) ERATA E — EU 
{oo} 的 随机 过 程 , (EDGE co fg PUXG) = 99) = 0. RHE o 
El, 4 
limX(s,@) = XG,o),—9]1: E 0, (19. 1) 


ree 
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1.20 定理 EST bnHEIT PETERE BOR 7 — (P400, i jE Est 
>>0;， 则 存在 完备 的 概率 空间 (0, F, P) 及 定义 在 其 上 的 齐 次 
Th Be X = (XC). 60201), EH Borel 可 测 的 , 完全 可 分 的 , AP 
FERR, HLEA 多 为 其 转移 函数 族 ， 


$1.5 厅 件 独立 性 


条 件 独 立 性 是 通常 的 独立 性 的 一 般 化 ， 而 马尔 可 去 性 可 以 看 
作 是 一 种 条 件 独 立 性 . 
1.21 约定 Ut (0, F, P) 是 完备 概率 空间 .如 A, AE 
F B PCA, — A) -+ PCA, — A) S= 0, EL A, SA, 相向 ;如 广 ， 
Ji 6 可 测 函 数 ， PCf, xc fy) = 0. A A 与 £F, AIA, 并 记 
At F = fa 
12 EX WE ow, 62, GREY 的 三 个 于 o 域 , 如果 对 任 
BAES, i 二 ]，2， 有 
P(A\A,|9) = PA AOPA |), (22.1) 
WR oui. oer. 关于 只 和 条件 独 立 ， 或 称 办 分 裂 -er Fr, ERO. 
6, HEM, iH 
Coa 5 2 |F), (22. 2) 
称 多 为 -ez 和 o. 83 1 RR TR. 
LEAL MEL FRR ow), ox. e. ox, HI 


(a ey yt ee, AR (23.1) 
1.24 i BSB ER ode, Ul (o, wx. c9) 就 是 .sv 和 
i, 的 独立 性 ， 
1.25 xk R Ge, x, | 90. a REC, i—1, 2. M 
QE. 9, ce». 
1.26 ztE 任 给 .多 HTT o dA o V. 72, 它们 的 分 裂 = 域 
* JETER). 


ERE, RER L=, 或 多 二, 即 可 . 因为 ,如果 多 = 
* 255 


ww, 则 
PAA |.) = I, PC | a) 
一 P(A, |. PCA; |). 

LITEM TES, Si, i=l, 2. 0, Æ F WF o RIF. 
MARV O«-cnCcZ.. (23.1) BRE. Fi i=l, 2, AY FR 
pL. SRE S Ro), i=l, 2, 7. WH 

Cat = 1,2,+° 1H). (27.1) 

1.28 EM iX 6, ARLE RRL, o; — e(t: = 
1, 2, co. HR AEN F, i=l, 2, e. PRE, i=l, 2. X 
FS Up. 

1. 29 zE 相依 随机 变量 可 以 是 条 件 独立 的 , 独立 随机 变量 也 
可 以 是 非 条 件 独 立 的 . 

马 氏 过 程 可 以 作为 前 者 的 例子 ， 作 为 后 者 的 例子 ， 可 以 取 独 
立 的 随机 变量 E, 6 ,它们 有 相同 的 离散 分 布 : 取 一 1 和 1 的 概率 
均 是 0.5. w E= i Hi, FO Y= off), WE, & SF SBR 
忻 独立 的 . 

ERE, A c (CF = 0), MP (A) 220.5 22 0. 4wE ABT, 

P = 1,6, = 1|) w) = P(E = 1,8 = 118 Co) 
= P = 1,8 =1/§=0=0, 

Pe, = 1|F)(@) + PE, = 119) (w) 
= P(ĝ = 1| =OPE, = 11 = 0) 
= 0.5 x 0.5 = 025, — 


故 
P(£, = 1,8 — 1|9) X PE, — 119) - PX£, = 1|). 
BI 名 ,名 关 于 多 是 非 条 件 独 立 的 . 
为 了 给 出 条 件 独立 性 的 儿 种 有 用 的 等 价 形式 ， 我 们 先 证 明 一 
个 引 理 ， 它 本 身 也 是 很 有 用 的 . 
1305182 i F., :—1, 2. Hrg, = 000. il, 
2. WV AECE, i=l, 2, BH (22. D. BRE, 则 Cw, oem. | 多 ). 
WE 固定 A,E%,, iD (22.1) 成 立 的 A, SRA ACAD. BR 
* 26+ t 


A SA CAD 是 4 系 , KBR SCAN DS), 从 而 依 定理 1. 3, SA) 
DE) — o. 即 对 国定 的 AES (22.1) HT A € os IR 
Af. 
任意 固定 AES, WE (22.1) 成 立 的 A, 全 体 为 SCA, 
易 知 A) EA 系 ， 依 上 一 段 证 明 的 ， SALAD DEF AREE 
1.3,4°(A,) D o(@,) = a, BD (22.19 对 任 A € o, 成 立 从 
Wxbascow;,:—1. 2. (22. D) 成 立 . [| 
Wbow 是 多 WF sd. SA oO 表示 次 方 可 积 的 .sex 可 测 
函数 的 集合 ， 即 
LL) = S B A RR WSIS [irap < oo) 
n 


1.31 定理 BZ, ©), Re 的 子 o 域 , 则 下 列 命题 


等 价 : 
G) 《ee 2 |). 
Gi) V £ € $7 (Cori. il, 2, A 
E(&,6,|94) = EU, j&0 EC |). (31. 1) 
Gi) Cop, VS, o, M S|). 
Civ) HRH: V A.C o, A 
P(A,|-%, V #4) = PA, |). (31. 2) 
(v) V & c LLa), 有 
Ela V @) = ECE, |o). (31. 3) 
Cui 设 FC ae, iy AE ya 
PCA, |) AS n pL, (31. 4) 
或 等 价 地 
P(A, |.2)) = PA |E). (31. 5) 


证 GD > 0) 在 (31.1) FAR ESIA, AC€.x,,i—1, 
2, 得 (22.1). 

G) = di) BG) f$ GI. D HESIA 成 立 ， 其 中 AC 
i. AA EC O19) 作为 投影 算 子 是 钱 性 的 , 因此 , 记 7, 为 形 如 


Üm IA; (A; € o ;) 的 线性 组 合 全 体 ， Jt 25 EES, i=], 2» 时 ， 
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(31-1) 成 立 . ATS FS RR - LL eA, 
GLD 也 成 立 . 但 £^ = 2702), 故 得 (ii)， 
Gu) => G) ”利用 福 1.25 即 可 . 
D> Gi) RAES, REF, 记 C=AB,, i=1, 2. W 
B. 
PECS) = In + I, PCA All) 
= Is, * I5, PCA, | SO PCA, |) 
= PC |€5P(G, |¥). 
故 
PCGH = PC |PPC NY). (31. 6) 
EE Cy. 记 SACCO Po ERT C. 全 体 , ESL CC) 是 
4 系 ， 由 上 一 段 证 明知 , "(C BS e Km = ABA € ow, 
B, € €). Ji Bis 1.3, 7 (C) Dela) — ox, VY, BICI. 6) 
对 C, E o, V S, C, € m = {ABA € a, B, € 99) 成 立 . 
固定 CE VE. WC, 为 使 (31.6) 成 立 的 C, 全 体 . 
WARKC) Bax, WSC) Dela) —. V0. BEI 
Gu 成 立 . 
(iv) > 0) #ÆRAES,, i=1, 2, W 
P(A,A,|Y) = E[PCA,A, [X V $7) [s ] 
= E[I4 PCA; |; V 95g]. 
由 Gv), LRAASE 
ELI, PCA,|9) |G] = PCA, DPA lS), 
得 证 G). . 
O — Gv) 在 取 4Eer， i—1. 2. WW 
ELI, PCA,|9) [多] = P(A, |) PCA, |). 
HG. ERAS 
PALA; 199) = ELP AA: ii VF) 18] 
= E[Ta PCA; | V 89197], 
Ei 
EU PAIS] 


a 2B 


= ELL, P x, V 918], 
从 而 对 任意 BEY A 
[ Pca, | aP = | Petar, V DaP. 
Hir 系 方法 易 证 ,上 式 中 用 CE V9 (C9 ABEDE. A 
此 (31.2) 成 立 ， 即 Gv. 
(vw) > Gv) Æ 81D PR êS. AE, Ba. 
Gv) > (0 与 证 © > GD 类 似 ， 
G) — GL) B® = Gv), SC. HH (31.2) 
(31. 4) 成 立 ， 
GLD > (0. HZC, B AC o Bb, 
PAAD = E7PCA,A, |) |] 
= EI, PCA| DIF] 
GLA, ERS 
P(A,| e, EUs |) 
= E[PCA, i, | ]P CA, |) 
= ELPCA,I&) |, ]PCA, |) 
= PLA DPA |). 
(31.5) => (31.4) 显然 ， 设 GLO 成 立 ， 则 上 式 中 实际 上 
已 证 明了 (31-5) WOL [| 
APB o BRE A 设 Goa. oA. X VC. 试问 ,是 
否 一 定 有 Cu, T 202» )? 回 管 是 否定 的 . 作为 反例 ， BRE, & 
为 注 1.29 中 的 随 宙 变量 , £— 0, Hi 9, 为 平凡 ec 域 , -ez = alé), 
i=l, 2,4%—0(6. HFS, & Man, MW Ge, oy... (Hit 
1.29 BAB, Ge), om. e TUR XL. 
1.32 定理 iZ, ,. x, HRF AT oR, Cm, cx, 
(S). WI PRAY GO GD HL. 
G) MAC, AMR, CCo, Ke HE SCY 
Cw, GRH, SCPC w,). BM Cui. 2.1%). 
Gi) Woe FDS, AY PRAM PEK, 
* 2ge 


Bo BY GG, Cw, VF VG, CS o, VGH. 
Bi Ge), ox. o». 
证 证 Go E @ 的 很 设 下 ， 有 


ew, M = ug M IO o, (32. D 
fH E EAS m BB E C , Loz |#,}. 应 用 定理 1.31 (iv) $8 
PCA, 1) = PGA,|[94),4, € x. (32. 22 


上 式 两 边 对 F RACH. EES CHC), 得 
P(A,|9) = P(A), 
于 是 由 (32.1) GLD 及 上 式 得 
P(A, |, V @) = P(A,|-2)) = PAID- 
由 定理 1.31 Gv) (OD, EAST Cm. -2|). 

证 GD ”由 定理 的 假设 Coi. ox.19 70. WEL 3 Gii) 
GUB CoL V EA. ANBI). 4 9,5, V ,, 则 由 CO X 
SCC EE CAN Gy 得 Con, V 多, orn, V 9, | 99 9. 再 利用 定理 1. 31 
Qi) 可 得 Ca, VE, ov. VELIE. HERI 

ec, VoU, V 0E, =F C 09, &, M ox, = ox, V UE, HH 
G) BM Co VEL, @,V4,|9), JA m;EI.25 有 Com. ox. 
L), l i 

H 1, 26 指出 : 任 给 两 个 子 BAL o ox Raho RS 5E 
存在 ,例如 可 取 光一 .x 或 .me 定理 1.32fi) 说 明 , 比 o, 或 -ez 
大 的 分 裂 * 域 存在 ,例如 取 .sr V ous 但 比 om, 或 .es 小 的 分 裂 e 
域 是 否 存在 呢 ? 一 般 来 说 未 必 存 在 . 然而 定理 1. 32(i) 说 明 , 如 果 在 
在 比 oe, (或 7,) 小 的 分 裂 5 域 , 则 可 以 有 更 多 的 比 omn CRX, o2) 
小 的 分 裂 o 域 . 

分 型 a 域 的 缩小 ; HEC. 0.00, i1, 2. AIR]. =e. 
[195 fm nm LL LF 管 案 和 否定. 例如 , 取 Oo—(0,1],A,= 


[3] anml H8] [n] # 
— P 21,2. 则 " MAT EFI o BE A ow. NR 
而 ,我 们 有 下 面 的 定理 ， 
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1.33 定理 Bow, 0, HEF WT oR. 
D JüC meos F V NI o oC. 
Gi) 设 工 是 任意 指标 集 ( 可 列 或 不 可 列 ). 如 对 每 个 zET, 有 
Caf, ars |, B. Con A! ons seen E (C) Rh). 
ref 
Git) MER On € Zi E Gm seo, emo. BE, 9 RK 
eg, + SU Coen on; |). 
证 ME AC 2 noe m Ge (B UR ERE 1.31Gv 8. 
PCA|.sz, V €» = PAJA. (33.1) 
EH AES p LAAMS TL ERA. Ml, WS up m. BD AC 
am 
Gi) 由 假设 ce, 知 VG =r). BRR CIO, 
ISI REE 3. 31€ v7 
PCA, |r) = PLAE) A; € a 
EXURBI I4] ELPA 9 可 测 的 ,从 而 是 多 可 


测 的 . 今 设 AC ALAS Gi) E HERE (lec ,于 是 AES, 
这 样 
| [Pc leper = P(AA,) = fran dP, 
p A rel 


所 以 我 们 有 
PCA, |) = PCA, (92. 
rel 


Be BS ow V( [ ] seo ,利用 定理 1.310 Gv) A. Ext 


"AA Qe. 
Gi EI 4,E.ezr 一 1,2, 有 
P(A, A, Y,) = PCA, |, )PCA; | E). 
HEAPS ak 68, +S, ABS Wee ee Oe DL ES] ERR 
2.6.2.8), FE ERPS 018 (22. 10 BB Cn. og, 1 59). L| 
给 定子 = 域 .er 和 xs 已 指出 存在 分 型 RY, 例如 多 一 
* 3] + 


-= oy. BERTE DIR o RUE? 定理 1.3300 RW. OR 
LJ 域 必 包含 eX. fle. 定理 ]. 33D 38 HH + 一 切合 于 La 的 分 裂 6 
域 之 交 多 PRAM o RL CREF ox. WAR o 域 的 最 小 者 , 称 
之 为 左 最 小 的 分 裂 = 域 .类似 有 右 最 小 分 裂 = WS, BR. 
8, =F, 8. dH oer CL or, 是否 为 分 裂 o 域 ?如 果 是 , 它 当 然 是 最 
IAE o B. BE oio =F, =%,. (AE ARE PF ON 
wx, 是 分 裂 o 域 ? 如 果 21) RAAB = 域 , 那 么 最 小 分 裂 o 
域 存在 吗 ? 为 此 ,我 们 有 下 面 的 结果 . 

SEA. o 域 的 扩大 :由 注 1.25 知 ,缩小 被 分 裂 = 域 , 条 件 独 立 
性 仍 保持 . 但 扩大 被 分 裂 = 域 ,条 件 独 立 性 就 不 一 定 成 立 了 . 定理 
L 310i) 是 扩大 被 分 型 a 域 仍 保 持 条 件 独立 性 的 一 种 情形 . 再 利 
用 注 1. 25 ,我 们 得 下 面 的 定理 . 

1. 34 定理 Re, e VT o 1 oer, Ce, Co, VI 
=1,2. We, , E, | 9). 

1.35 定理 R .x (O0mix50 ET o Tn 如果 
Ce | CAs oem. |o. D Co) pou. 7, Vix, | 
£). 

WE YASA o NASER BRA EA 1. 31v), 

PLAICE, V om.) V o) = PAJA, V o.) 
= PLA |a) = PAJ, V cn.) = PA |o). 
再 由 定理 1.313) Be, N o auo, V om. or. E 

1.36 定 理 WE AL x Ex 4) Bf o o. C. 如 果 
Coe, oer, | oer. MY Co, pa, Vue, fe V ou). 

证 V AC, BC or, BZRREHEIBUE RESI 1.31), 

PCAB V L, V ox, = PGB|a, V ox, 
= IyPCA |, N 23) = TaeP CA} a.) 
= IPAE, M o) 
= P(AB|.#, V o. 
故 岂 定理 1.3,V CE ow, V oru 
PC |, V Cor, V D = PQC |a, V oy ,), 
a 32* 


BN (er ona M o Lo. Vou. |] 
1.37 定理 eT o B. HERE Co. Ve, | 
eux. Mi Coen ez NI om Los M om. 
证 由 定理 的 假设 及 定理 1. 31 GiD Il. Co, V ors V oL er， 
V ox. |). AF oe, Cie, M o Cie M ox. V CY, EX BL E BB 
1. 3160 48 N or, V o. omm, Year oe, Vo"). 再 次 用 定理 
1. 31 Gv). Co, V aar, V oe oe. V om. V o | oar V oar.) VER 
地 有 (Ce on. V oen dam, V o. E 
1.38 EE io, BES o 域 , 则 (er | 
A o. 
证 设 AE 4, 由 独立 性 ， 
P(A; |e, D) or, = ELIPA J 2]; 9 et, | 
= ELPCGAQD |, N o, ] = PCA). 
再 由 ow C) Con, ,有 
PCA,A, |, P) x 
= E[PCGA A |o D |o. (Y 2%) 
= EUa PAD io, N 2] 
= PCA) PCA, |, Pro). 
5| 8 £t ür. E 
1.39 定理 Kw, we, GRP 的 于 0o 域 . 如 果 ow. 与 
ES E TB» Hl 


PAL- V €) = PCA,|9).A, € ox. (39. D 
或 等 价 地 ， 
PAAD = P(A, |B) PCA,|H),A, © isi = 1,2. 
(39. 2) 
证 设 GE 多 , 则 


PC(A\A,G) = PCA) PCAG) 
= PAD [PCA (PdP 


6 


= 73" 


- [Paora DAP. 


IREE or, 与 ce $a wr. 帮 PCA, J=PCA, 190. ATH 
P(A,A,G) = [Pca IP) P(A,|PdP. 


由 此 得 (39. 25. 
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oe 两 参数 


$2.1 pH 


RO, F, PETEAR, ASAE T =A R E, 
@)=(R. BR. CF ET ORW ERO FORTE o i 
族 , 即 它 是 单 增 的 完备 = 域 族 . E56. WY, BAP SEH o 
域 ,满足 

Hy CF y, Foa = X FOF VL. 


2.135€ X. 单 参数 随机 过 程 X=(XW)1€T,} 称 为 (关于 
(ET 适应 的 ,如 果 对 任意 上 GT XQ, mmm. 
2.23€ VE X— (XC) ET RARE CE, 
€ TOO GAR Bh. FBR, FRR), RV ET XC AAR, HH sect 
时 ， 
EIXO F.) = XG), FARE, < X, ze XGD. 
23H T SR o CE 26 Ri OMERE), WAE 
B 
F, 一 Fy = (\ t€ R,, (3. D 


RUE FE Ry BEX — XO ER, ) 有 右 连 续 的 适应 修正 . 
2.45838. i X ACF, 2CT1) ER, WET HR, REX 
JLE — UI SUE SE. 如 果 sup EIXO | « oo, ill ETa 


— ool X a. s. 收 伍 于 某 可 积 的 随机 变量 X (+00). fX 
。 35+ 


2.5 EE i X RE LEGERE RX 一 至 可 积 , 即 
sup | IX G) [d P. — 0,35 c + oo 时 . (5.1) 
UXD De) 

MET, =R, JRE X BBSJLSE-— Ih E. M E RT eR L 
EE Xo HA LE T toth E X Q0 Xito), 
HiXG ET Uf{+eco}} ER GHM, AE). 

2.6 定理 设 * 是 可 积 限 机 变量 , 令 5, EQ S. "TT Ts 
=R AER G. DEZAME ROD Eas hr 
Ej. ps5 ee Tt toont a 


E(t) ECL. ). (8.1) 
2.7389 i X RSE i TAO, WET SH Ry ,还 设 蕊 的 
所 有 轨道 右 连续. Et p> 1 sup E [XO <+ co MX — Sip Ra. 


als. EP. 
H3] (€ T ,.t ~+oo Bj X(t) — Xr oo). Wp. Bl) XC oo» 
le sup | XG) |, . 
ET, 


2.8 定 理 Ri du LE B.S nez PRR oo 
域 族 . 则 
E(é|¥,) —~E{#] f) %}. (8.1) 


2.9523 ” 设 随机 变量 = 取信 于 TU Coo). 如果 ¥ ET 
有 
xD eM, (9.1) 
称 OX GT ET AE, HR 
B= (AG KF yas AT St) € .:cT (0.2 
为 前 事件 o th. 

2.10 定理 设 r 为 停 时 ,随机 变量 上 为 I SX C40) 
二 起 Wi X CO 57. WH. 

2.11 定理 CDoob. 停止 定理 ) UE X = (XO. cE T.U 
{+co}} ARGUE, EBD). RT. = R14, 还 设 X WHILE 
SEDE XE SE. 设 a,8 RAP EAT X Co) X (QD 可 积 , 且 

t 368 


E(X GD |F.) = Xta AD 《相应 地 , x; XQ A 85). 
(11.1? 


$2.2 d&3EWiis Ee 


LIVEN 称 C. € Tt) gu Ro e AR mE AIE 
(FOCE) 满足 ,而 且 当 了 4 一 RA 时 ,还 设 右 连续 条 件 (F,) 满足 ， 
本 节 中 ,我 们 恒 设 条 件 CF,) OO E. 
2. 12 定义 ” 称 过 程 羡 一 (XGO, 2 CTL) ASMA, aR 
X(z)—0.Vz € AA T* 的 边界 ). 
2.133EX. iM X = {X z € T5) FA 
, O0) REA, UE X BEAN. HY z.v€ T5 ay E 


E(X, y] Fi} = 0. (13. D 
GO POR zye TE zsSy， 有 
E(X GOD |.) = Xle). (13.2) 


Qu) 1 Bh. Bn RIH EE EH ETP, iX G0 Kis € 
TU EE SER. 类 似 定义 2 Bh. 

Civ? BRUY z.yC€ Th z—yÉH 

E(X y] lF — 0. (13. 3) 

2. 14 定理 BR mI. XRRR, X BEAR DAR XR 
RR. c EX BEJÉ DER XE 2 BX BRR. 

证 O CP ORI, AX SAB ET ER su € 
TU psu, BEP X Gon F? WM, AAPOR EH. 31 
WER FIV Fun), 

E(XQi D 9751] = EUXGGD]37 Lu. (14. 1) 
HX ER, LRA SF Xt) A OX Rol OR. ee X dE 
2 9k. 

Sie X MLR omy z= O<y—taw JERS, 

CE VIC, 


«a7 


EIXO) 一 Xm) |F} = EIXO) 一 X60) |.) + 
E{X(s,u) — X)| F) =E ELX (u,v) —X6s,0) {FF 十 
E(E[XG,v) 一 X(s,0|. 4?) (9 .}. 

Hy XE 1 SW -EGO| 5.1 —0, 由 于 Xx 2 eh , F — tt 
等 于 0. i 

2.15 定理 (D) X—:XGO,2€ TL Hé 1 REOS TET OBR 
是 

Py z.y € T} SEL yy 有 

EX Gæ, y] 7} = 0. 

{XG 0, 73,5 € TP) BASH R, 

GD WE X—IXGO,z€ TV Hg 1 eL MY EME T. 
UXG.D V ETP HS AR. YEXTEUCO T ARMA 
成 立 . 

u O 充分 性 V MEHMET? s ETP Gud, 

E(Xtu,0) — XG,0) |F} = 0. 

由 此 及 1 得 
E Xu) — XG | S1) = E{K(Cs,0) (ut)J| 1} 
=0. 
Am X R1 BR, FESR EGE SZ. 

AV BE TE BY WE BASE {LA s Ri. 

GD 由 于 7. CAL WRR. 下 面 证 充分 性 . 固定 +， 
Xf scu, WEH 2.14 的 证 明 6G) 知 (14.1? 成 立 ， 由 此 及 充分 性 假 
设 得 

E{X(u.t) — XG,t)| F!) = E{X(u,t) — X(s,0)|¥%,,). 8 

2.16 定理 i X=—(X(z), z ET} JS ARR. 则 

G) Xe. 

Gi) X i 于 (一 1,2), 且 如 Dy, = Cz, 091 l D = zrs yel z= 
zi A z;,D (1D — £ ; 则 

E(X(D,)X ODD | #1} = 0,2 = 1,2. 

证 G) V2e=G.o<y—(2,0),.8 XERE, 

. age 


XCy) — X(z) = XG0.2,.y] + XOSs,00  GouD . 
注意 FOF SD ER 

E(XOD32—XGO |.) = ELECX (CO 0 y] 72,2 |} 

+ E(ECKX€G,00 13] | 7,2] 59.) = 0. (16. 1) 
最 后 的 等 号 是 由 于 互 的 强 蒜 性 ， 所 以 X ARE. 

GD B r= ls) CyS lusu), BF LI R X RRE, 
E(XG,y1|.5,,) = ELE Gy FPO 多) = 0. 
(16. 2) 

Hi G»I C16. 194) 

ELX) — Xis |F a) = 0. (16. 3) 
(16. 238 (16. 3949 

EX iu, D — XG D| F o = 0. 


令 > 十 ce: 注意 到 V =F. HER 268 
ve Ty? 


EIX Gut) 一 Xis HD fF) = 0. 
Ee X E L KE X E 2 Bh. 
HRA XO S23 Mr AXD) F napi. piss 
PEDRET RMR FICHE 
EUXCDO XOD,) | 881) 
= E(E[LXCDOX CD 9; ] F1) 
= E(XXODOE[XOGXQ | Fe | Fi} = 0. 
后 一 等 式 利用 了 X Bii. 上 
2. 17 定理 X — (X GO z € T5 RH RAE EHE X 
Har X=N'AX Hep 一 {Xi(z),zET4} 是 i B= 1,2. 
证 因 i 较 一 定 是 弱 吉 ,定理 的 充分 性 证 明显 然 . 下面 证 必 竖 
性 . 
对 y= Gav) 2 二 (GO € T5 xy, S 
Miz) = EX u D 97,3, Mí(z) = E(X GO EL, 
Mx} = EX (u,v) |F Y 
FRX G). ER RRA. 
«39. 


EIX æy] F. = 6, 
国 而 
X(z) = M' GO + M'G) — Me). 
4 X (2) M (2), X!) 2M! G) — M2) 8) X" 是 i Bh. P 
2.18 关系 图 SLR. AASER, REEL RETE 
Hi TERREA. 


ey A 
a ” 
B Ba | 9 


x = xX" TOXUX RM 


$2.3 MEAR HHA EAE 


ARH Me T= RL ACL CRB RED 
(GA, WE X={X(z) cE R41) 是 两 参数 鞠 . 
8 a- (| Sok) ijn VEER) 对 =E RL. 
X*'(z)-— lim sup Xy), X (œ) = liminf XC»). 
yEAworyer ye fyc. yer 
对 ze Ri—A. 
X*(z)— lim sup X(53).X*(2) = lim inf XCy). 


EB y€ A, yr yet 
约定 x © dy Bj X Ce) — X! (2) —0. 
对 ACR ,记号 | 
Ha = (] osz], Hz; = (U) [0e Hi =U, 9. 
zA re A ZEA 


*pBCOXR', RE Le: o> dH RB WIE. 这 里 BCE 
B 的 w 截 口 ,3 表示 集合 的 边界 . 

BL AHR. 称 工 为 可 料 的 ,如果 A. 的 示 性 随机 过 程 Du 是 
可 料 的 , Bakry[1] 证 明 , 对 于 可 料 停 线 工 , 存 在 停 线 列 { 志 .} > 使 

O V ERY s H CH, CHi 


* jü" 


Gi) ÆRE (00,006 H,1 上 成 立 Ua. = Hz; 


JESR LLL 预报 L. 
2. 20 引 理 GO) Be SRT AEH, A — (Ge: 
X" (2,0) a, X" (zw) SH) YA Lig PR. AGE 
Pla 0 Lag O Aug) } = PizCA4qiI. 
这 里 < 表示 投影 ,而 
EL = (GuQD 02: € A}. ; 
Cy X'—(X'GO.z€ RA AX? =(X"(z),zERY} 
是 可 料 过 程 . 
证 GO $z5—627,)2 em Cst) s Mo] AGE A 
X (z,o) = limsup 2 X Ghita, jx 


因此 Y n. X*— (X" GO z € RY EF o BOR G9 aur Cst) 
€ R*, BMA. ATT X" DRF C. zc Ri } 是 强 可 测 的 . 同 理 
REX = iX a), ER ATF o z€ R5 Hb ES RT ay. ak 
集合 AoA Mom] Lit FR. 由 于 集合 4.* 对 固定 e RO 
Aww FRSA. AE wt o € 0, SRO AL a C dE 2, TU 
I Lee 1 门 4.s 的 截 口 亦 必 非 空 , 即 有 
PizCU Lag] N Ano) = P{x (Ag) )- 
GD BF 


X*(z) = limsup >》 X Gf) Lee, L0» 
ates Mj HU PELLE 
因此 X* eR PS} Pi. qe] XS 也 是 可 料 过 程 . | 


下 面 的 引 理 2. 21 至 引 理 2.24, git X € €, ifj oet 是 平 
方 可 积 两 参数 蔷 空 间 ， 即 Xc.4 BAERS, AL’ 有 界 即 sup 


E|X Cz) |* «co. Borel nfilllzt fe © HF x BybBglgiriue x. 
2.21 引 理 G) Am pIE XEBE EMAAR, 
id @ = sup [Stz) |, zc RA, 
le -n (®. XV C23 = 0. 
"TE 


GD i L Æ Ripe, D=H W0 XCD) = U2. X2... MY = 
ERA 
Is X (D N RO = Tep XC) 
Fogo Xk (DUD = 0. 
证 (i) HF SHEAR. EW. AAD, RK Ole, w= 
img, (zou) ,其 中 


pz) = ZI BT ua al 


是 有 界 可 料 的 ,由 随机 积分 的 定义 知 ,¥ z€ R4 ,有 
Tig og KZ) =O, — 
(@. X)(z) = lim (g. X) (x) 
FPR LR BIE H 
Tig? ao CH. XG) = 0. 
GD 由 于 io EZES. MW. AR. W Ue — Ion 也 左 
ES, ER. AA. REIER RNA 
Tue X(z) 一 Inen XD N Ry) 
= Ipen s. X — Tone. X). 
= IH cepi Gs, — Ipog).X Jæ 
4 4 Cz) —lIs —Ipns HF (Gb —0) = (ED), IK @ 有 
Freep X (2) = leem D f| R). 
同 理 可 证 
Iesn AD 1 Un = 0. a 
9|38 2.22. 设 工 是 停 线 , D— H,, WHE CFI, 520) MY 
= (Y'G),522 0] 6272,22 0) RY — (Y? (O 622 0). EN L7 
AR. HAR, HOS 
(i) Y!(oo) = Y#(co) = XCD), 
GD Vz—(G,D€ RWG 
Yi) + Y'G) 4- XM f| RY) - XOD(1 UD 
= X(D) + X). 
证 + 
. 42 + 


Ds) = DARD G) = DARYO = XOP], 
Y*() = X(£*()] 
WE AAR CFD BBR, Bali Y"(o0 = XCD) =1, 
2. 取 Y°R EAR IE Y, WR Gi) 是 下 式 的 推论 ， 而 下 式 
SIRE. 
了 Tpnos + Tonk + Pong + Lone, = Lo + da 
其 中 t= (z, oo). [| 
2.23 引 理 对 所 有 停 AL, 都 有 
PATE 2 © LB Xz) i Xz} = 0. 
证 $ D—H. WATE FIR (GL. n0) TEV on. d 
Di, C D,, DC DS, ()\D, =D, 


其 中 D,= Hi» DIS Hie. FERITE IIA EE 
(us k>), fH 

r| |in od « x). 
idX: = sup X[CD, 一 DN R], QUEE Ri 中 的 有 理 数 集注 意 


zo 


到 XLD, 一 D) N R, ] ER, RE 
E|X;,\? = E| sup XT, — D) N RJ? 


zeg 


< {25} sweEIXED, — DINRJI 


KAGE {|In -o co dX. s/n. 


由 于 
1 TER ez 1 
PPIX) 之 言 |< Í (M) dP x 1, 
[epa] 

PIX, > 2) < 16/4, DPX, m lo. 
因此 X; —0. a. s.. 令 Ni 为 使 Xi 极限 不 成 立 的 集合 ， WAN’) 
—0. 对 停 线 工 ， 按 引 理 2. 2 PHY. HE 

N? = {存在 z € QU 使 YC) + Y* GO) + XCD (1 RD 十 

F Age 


X(D NUD 3c XCD) + X(z2). 
由 引 理 2.22 4 PON?) — 0. & 
N? = {存在 zz 及 ,使 XCD [| ODT ep) 560 
或 [Xp (Y D, NR — XO N RJ cen X0). 
由 引 理 2.21 知 PON) —0.V z — Gt) € R3, YG) Y' (Dd 
Y*G) 4- XCD). FEE, E e& N'UN'UN* z€ L (@), z € A, 
Za >R, Zaz, DB Xizrni — YG.,0. ZERE, Me. (n, 
t2). A 
X za) —Y(z)—Y'(s,) —Yi(G) + Y’ itm) 
—¥*@) + XD NR. 
固定 e—0., 由 于 每 个 六 右 连 续 , 故 存在 正 整 数 M, mM 时 有 
|[Y'(,) + Y*(4,) — Y'G) — Y!(O| x e/2..— 
Bü k d X7 se/2 ,并 取 M. fii mM, MA es € Di. EEG mz M, 
Rh. X(N RDI s XL < e/2. 由 此 即 得 所 证 . I 
2.245 — iL déupEHEE B LC(G:GXS Ri=fo, 
oc pO = Rix R4. W PRE z E LB X*G) S Xe) = 
ü. 
E Rh WRL S D = HD — Hi 我 们 有 N (D 一 


D*) = Ø a.s. ki D^ BUR. 45] 2. 2241, tt h 联系 两 个 
HERY ak Sk 有 

E[Y* (co) 一 Y* (oo) = E| [To od < X>} 
Aig k=, k ott, ERO. 因此 , Mi=1, 2, (¥* (oo), 
k1) 作为 空间 Ld mH. ik 2? oe RL BS id 
EFD 的 右 连 左 极 收 正 为 六 ， 并 令 

(Y* — y: = sup|Y*G) — Y'(s)i, 
则 El 一 了 [*—00-—-9)5. gi II; RT XE (LI WE, ie 
ACL) ,使 得 

(Y* — Y)* + 0,a. s. 

. dd * 


id 

N = {外 ;存在 i 使 (YY 一 YY (w) > 0,8 06), 
W| PCOND=0, 对 x 二 Cs,1), 令 

Y(z) = Y!G 9+ ¥?@ —) — XCD), 

Na = (c & DO N [¥"G) + Y") 

+ X(R, — DY S X@)4+ XWD)], 

则 由 引 理 2. 21 和 引 理 2. 220 SV k M z€ R.A PON.) =0. 
went U NL EEREBI Room X DD 二 0, 因 此 


ENER 


E{sup |X{CD° N R) — D' 1?) + 0,k — oo, 


z% 
可 选取 CL) 的 一 新 子 到 , 仍 记 为 (CL) , R48. k— co 时 ， 
sup XLE N Ro — D']| — Q,a.s, 


x€ 
XCD — DI) 一 一 0,a.s. 
记 N* 为 使 上 面 二 式 不 成 立 的 的 集合 , 记 
N* = (FEE ALE XCD? 一 D') x XQ») — XW}, 
WW PONÉTUNTUNPUN') —0. 
往 证 :如 e& NUN UNUM. zE Lio ze, C Aixam 
zy Wl Xiz, wY Go. 
EEE, r= lst) m— 5.0 50. X] Ae, 
sup XL — Rd — D ]| + | XQ» — D*)| x: e/3. 


:cQ 
对 于 am, A n ED LD, AE 
X(z,) = Y'h(s,) + Ye) + ROR, — Dh) 


一 XCD). 
由 此 得 到 
一 Xz, + YC) 一 了 Is —) — Ys + Ya 一 ) 一 
Ye) + Y! ($2 — Y^ (,) + YPC) — XD — Dy) 
— X«R, — D^). 
对 于 nz 


=. 456 


IX(R, — D^»| + [X 一 D'U| x e/3. 
对 于 nm, 
[Y!(s —) 一 了 Is [YI —) — Y*GO | < c/3. 
对 于 nen A 
|Y'G)0 — Y^] 十 |) — Y^] s e/3. 
由 此 推 得 , 当 nZmax(n sa: ni. A 
|X(z,) Y x € E 
2. 25 EE UE X—(XGO,zC€ RA) ELAR, NARE 
SE HJIT e Er IE. 
证 Ute 820.4 A-—(G,.«0: X'(G, w) za, X" (xo) 
B. 由 引 理 2. 20 C00 A 的 初 遇 La BER. A PCA PPE CE 
La A X"(2222a X G2 SA). SE 2. 23 知已 (4) 一 0, 由 此 推 得 
X ART — PERRIN RRR. i XD XGOIT AGE z 
AM GRR ER HOS TE XE ER Xt) — 0. Uo X*-— 
(Xt), € REX Bg — d EIE. SRL. MAE 2€ Ri, E 


nC Asa yz HFX CEDE HI BUR. MEX GO — XGO. 但 
X(G) — X* GB X (x) — X (0 ass... PRX EREM. 

现在 证 明 ， 除 一 零 概率 集 外 ， 当 沿 zE A BRN X BIT 
数 ， 令 B= ((x,901:X* G0) A X*G,o0)). 由 引 理 2,20 Gi) AB 
是 可 料 集 ， 由 可 料 截 口 定理 知 存 在 给 停 线 4, MEILI, E 
Lias BB. 使 对 任 e 守 0, Plix(B)} PAA 93 十 8. 再 利用 引 理 
2.24 EG Pix(B)) — 0, BB, X H2 € A EIER RE ZCAR FR. TE E, 从 
Tet X^ ORR. (Xt AER. S. XC IAC ETE. 类似 证 明 
除了 左右 极 限 外 的 其 他 两 个 极限 存在 , Mara X * PRA ES 
A e RK. a 

2.26 SE (Bakry) BX RE Wi mde. VcCR. A 
E(|XGO|log* |XGO2|) «- co. WX FHBAREBE. 

证 只 证 六 在 点 z 的 右 连续 性 及 天;(z) 的 存在 性 ， 至 于 
Xstz) AX) 的 存在 性 证 明 ， BBY REE Amart 理论 及 其 他 

a 46* 


方面 的 知识 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 Bakry [11/4 & Millet 和 Suche- 
ston 的 [1]. 

12 Pir) = |x|log* |x|, BSR. Ef. OAR, V Gr. 
we RH e(t Ly) Oz) + OO). 为 方便 计 ， 限制 六 在 
Roo 上 ， 因 此 下 面 不 妨 设 sup E{B[X(Cz)]} < oc. 

re 


EHF X EEEIEE X (00) X (2) > X (20). & X" (0) 
= [Xl An] V(—a), BRA 
E(X" teo) — X(oo)]] —* 0, n — co. 
Aut, SERRA C, IRA EiB[CX"(o») — CX(Goo)]) -一 ~ 0, 
一 十 co. 由 定理 2.25, XE ER E[ X" (000 2, ], 存在 右 连 左 极 修 
iE. WA X'i). 由 Jensen 不 等 式 有 
E(d[X^(z) 一 X] 
= E(D[EQ? (00) |. #,) — E(X (œ) 7,2] 
一 E{®LE(X"(co} — Xlo) | 7.2]) 
< E(@[X" (00) — X(o) ]) + 0. 
可 以 选取 X" 的 子 列 ， 仍 记 为 X^. 使 得 有 
Eld[47(X"^!(o0) 一 X"(0o)) ]) <1. 
记 M) = 47"|X"*'() 一 X^GOl. M BIE FR, 利用 Doob- 
Cairoli 不 等 式 有 
aP {supM (zyz a '} 


E —£_ 十 一 人 supt {M(2)logt MC z)}. 


e— i e—] 5 


supE(M(zolog* M(z)} = supE |@[M(z) ]| 
= supE |@(4"(X""(z) — X"(z)]! 
< supE d (47[X7* (o0) — X"(co)J}{ x 1. 
Rla=2", a—2eKe— 0, WA | 
P| sup (X^ GO 一 X"GO| ze 


ERL 


1 


=< a/2". 


d, 


由 Borel-Cantalli 引 理 知 , X"¢z) 一 致 收敛 于 某 随 机 变量 Y(z), A 
X 是 右 连 左 极 过 程 ， 故 了 也 是 另 一 方面 ， 由 于 ELX G) 一 
(zz)] — 0,148 EC |X") — XGO |— 0, RY tid X HAE 
ARE. u 


$2.4 两 参数 逆 蒜 


为 了 研究 Brown 单 的 一 个 有 趣 性 质 一 一 Harness 性 ， 并 用 
Harness 性 来 刻 划 Brown 单 , Dozzi[1] 引 进 了 两 参数 道 蒜 的 概念 . 
在 研究 两 参数 过 程 的 Harness 性 并 刻 划 两 参数 过 程 中 ， 两 参数 道 
裔 起 着 很 大 的 作用 . 
B Xs (X(z).z€ Ri JW SE F= (F,r E RI) E 
多 的 下 降 子 o mR. SMETTE oR F, Z, 9: 等 . XR 
适应 的 ， 如 Y ER}, XG) 为 多 . 可 测 . 
2.2735 M HRE X 称 为 
G) WR, WV rcy A 
E(X(G,yl|&7) = 0. 

Gi) 3 1 9k, "n v z= GHC Res. 
E(X(G,0 — XG,0191,45) = 0. 

类 似 定 尽数 2 蒜 ; dv = GIO € Rivoli 

EIX G, D — XG) |} = 0. 

Gu) BR, mv sy A 
E(X(z) — XCy)|¥,} = 0. 

Civ) DSR, MV rcy A 
E(X(z,y]|$,) = 0. 

2.28 定义 WR (EL ER) 满足 条 件 (G0. WY ERL A 
(G9, £92 |99,). 

2.295038 RX AMR. WANS. WX wR. 5 SR. 
i=l, 2. l 

证 E Y= GD S y = (uyv), 有 

* 48s 


E{X(z) — XOD |Z} 
—— E(E[XCCO SD. Oyl Zmd A} 
— E{E[X(Cs,0), 914 ] |S,} = 0. 
EU Gu — XO, 0 |99,,) 
= E(QGE[XGCG0)0, GDJ 5,5 ]191,5) = 0. 
所 以 X Seek, y 1 BR. 类 似 证 X diis 2 BR. l i 
2. 30 定理 CO di X Aw, MV s, 1E LO, co], XG.o0) 
= X(oo,0 = 0. a.s. W) X 29385 i BR; = 1,2. 
Gi) Wk X Rew 1 ER, ME 2 8k. Mp OX Bw. 反之 , d 
X H C9, € RL) E NGA, AR (GO 成 立 , WI X dg; HR, 
i=], 2. 
证 (i) i z = (s,t) € Ragu >s, W 
E(X (s, 一 XUD |Zu) = ELELXCs,2), 
(2,00) ]| EFi] | Fh = 0, 
üx X FE BR, E 2 Bh. 
GD We<y. W 
E{X(z) 一 Xy |Z,)} 
= E{ELX(z) — Xe © lAa] |] 
+ OE(GE[X (2 60 30 — XONA], = 0. 
X eR. 相反 地 , 由 GO, Y= G.D € Rous. 有 
E(X Cs) — X58) Fha) 
= E{X(s,t) — XQGo0 [0 } = 0, 
te X FE Bh, AAEM 2 Be. | E 
2.31 定理 Ub X BR, WX BM. 
证 Yzy. A 
E(X(G.y]192,) 
= — E(E(X (0,0) — XG291|2,]|2,1 
+ E(E[X (0,0) 一 X(z GO 2| Zell F, 
+ E(E[XCO,O 一 XCGy Q0 30 0| 9,9. ] |.) 
— E(X(0,0) 一 X(2|2,) — 0. 
+ 496 


dk X dài geh. | 
2.32 定理 WX Eon] RR ZR, XR. 反之 ， 
EXA {Ges z€ Ri} 3 hy y gs Bk, AF (GO 成 立 ， X 有 初 值 
0, WX Avi Be, i=1, 2. 
证 WX E31 3k. AV e<y, 
E{X(z,y]|F,} 
= ELELX@) — XOU © x2 | £s. ] | ,) 
一 E(E[X CO D — X G0 GG, = o. 
WX ABR. X 为 道 2 AE. 证 明 类 似 . 反之 , EX Bis 
Jur SER, 条 件 (GO 满足 , X EWEA 0, TE V z — GE RS, 
us, A 
EG G0 一 大 (et | Fat 
= EGL[XG,O|9,]91.5) — XGo0 
= E{ ELX G, D |P 1192,45) — X Cut) 
= EAELX t) | Finn Feun) 一 Xut) 
= EiXG,0 — X lut) | Puo? 
=— EXXCG,0), (Cut) Jl Fun? 


= 0. | 
EX Avot 1 BR. RUE X 为 适应 道 2 BR. | 
2.32 定理 BA (CO. WA. WX ARH TEES UE 

Fe: Y z c RE 


Xle) = X (e) + X! (22, a.s. 
其 中 X' 为 适应 逆 i BR, i51, 2. 
证 由 定理 2.31 知 充分 性 显然 ， 往 证 必要 性 . $ XG) = 
E(XC,2D|9.5). BATF (GO, 
X G,£ = ECELX (0,25 |] 921] | 2.) 
= E(E[X€€0,2) |A |S} 
= EXOD |S}. 
BOX UB 1 BR. 4 2Cz) = Xie) — XZ) = = Cst) 
ER ww >t. 
* 50 


E{X 6,0) 一 X (5,0) [82,5 
—— E{(X*s,u) — XG |For) 
=— E(XICO 12. ,0]|2,,) = 0. 
tk X! 为 适应 289. l | 
2.33 关系 图 综 上 所 述 ， 我 们 有 下 面 的 西 参 数 逆 蒜 关系 图 ， 
其 中 : 条 件 4 表示 X ABMs KE RRA X MARE (GO 


X. 


A B 
MET 
强 
$ A 


= Sie 


s Da ee 
两 参数 马尔 可 夫 过 程 


的 基本 理论 


—zzumnsungukt 


我 们 讨论 两 参数 随机 过 程 
PCz)zE 了 3) 

HBR, AET =Z R MRSE, ERANDA 
有 某 种 弦 相 关 性 ， 具 体 地 说 ， 系 统 的 运动 状态 具有 “已 知 现 在 的 
EP. HpESIDXCGOXU OER. MRSA. ATA 
集 是 全 序 集 ,“ 过 去 "、“ 现 在 ”和 “将 来 ”的 次 序 是 分 明 的 . 对 于 
两 参数 集 的 情形 ， 由 于 “Hi” EST BEER, All, 对 “过 
去 ”、“ 现 在 ”和 “将 来 ”有 种 种 不 同 的 理解 ， 从 而 定义 出 各 种 不 
同 的 马 氏 性 . 我 们 将 给 出 两 参数 过 程 的 各 种 马 氏 性 的 定义 ,、 例如， 
单 点 马 氏 性 , 宽 过 去 马 氏 性 , 宽 将 来 马 氏 性 , 1 BRE. 2 马 氏 性 ， 
HE, Levy 马 氏 性 等 ， 然 后 讨论 它们 之 间 的 关系 ， 得 到 各 种 
地 氏 性 之 间 的 关系 图 . 

REP, HE OF E T^O BRAS ENT o 域 族 , 满足 通 
ERI, BBR X = (Xl) € Tt} 是 适应 的 , X WB 
MBF CF. E T4) 而 言 ， 除 非特 别 说 明 . 


§3.1 单 点 蕊 氏 性 
1M REX = {Xtx),z€7T5) 具 有 单 点 马 氏 性 ,如 . 
JÉV z, yETL, r&y, JEE, 有 
E{ A(X) = EUTXQDOIIXGO). O aD 
3.2 定 理 X 具 有 单 点 马 氏 性 的 充分 必要 条 件 是 : Y x，yE€ 
Ti, zy, ACS, H 
* 55" 


PIXO) € AJ.) = PIXY € AIXGO). (2.1) 
WE 在 a D pẹ f=1, mi (2.1)， 往 证 充分 性 . 令 
Be = [AF E. D 成 立 )， 
5. EREZA, Atta pee MRE 1.4 G) (D 
Gi), Mi Rh of) = dw BMH feb. | 


§3.2 宽 过 去 马 氏 性 


332M 称 过 程式 具 有 宽 过 去 马 氏 性 或 三 点 马 氏 性 ， 如 果 
V zCTL, t zo s ERS, FEE, A 
EUFLX Ca) XDI} 
= EGFLX GO X Ga HX GO. Kz 09 2) X Ga 09 22, 
lux). (3.1) 
3.4 定理 成 具有 宽 过 去 马 氏 性 的 充 要 条 件 是 : VET. y 
ERI, feed, 有 
EGA X GO 357) = EUT XG), 
XG @ y) Xly Q9 22). ` (4.1) 
证 ”必要 性 明显 . 用 归纳 法 证 充分 性 . 由 (. D WM 3.1 对 
n=] A. W G.D 对 m 委 & 一 1 成 立 ， 往 证 5 一 点 时 成 立 . 由 单 
k 


调 类 定理 , 只 需 对 = cH zum (3.1), AE. Re- GWE 
TÀ,z, = Git) ERM, lise. FE, REIER 
Et ILAUG 4230572) (4.2) 
是 -w= OX (srt) X (sot) +X (st), l <i =k} 可 测 的 . 
不 失 一 般 性 , 可 设 5 = As. 于 是 多 CB Ai XG td] 
AFTN, ` 
Et I tx) EER 


* 5a. 


= ECECTT FLX Gin 272, 19722 


= EC CX, t JE [SEX Gt FG 9720. 
由 归纳 假设 ， 土 式 等 于 
ECA LK st JECT] FX Got 11X65 0 X6 42, 


X(s9t),2 SE RALF 
由 Doob X E iR GEB 1.7， 存 在 有 界 的 Borel AK 9 LAST 
ECA, CXC, 62 ARC Xs, 0 AX Ct IS 
RFT} 
为 使 上 式 ov 可 测 ， 由 单调 类 定理 ， 只 需 证 


ELADGG IT 2X6 «YEUX G 0202722 
为 ox 可 济 , 这 里 , po pedd. A aL Go 0]J& 9 npa. E 
式 等 于 

EC CXC, MID 15723 ToU G29), 
从 而 只 需 证 明 上 式 中 条 件 期 望 是 .er 可 测 的 ， 即 要 证 明 

ELT Le£XG 4105724. (4. 3) 
是 .or TMA, KHL g Cae, 

不 失 一 般 性 ,可 设 一 Av. 与 上 面 为 证 (4. 2) 是 -ez 可 测 , 只 


要 证 (4. 3) 是 ov 可 测 的 论证 相 类 似 , 为 证 (4. 30 是 o. 可 测 ( 此 时 
可 考虑 x; = t), RE EUALX Cs, 50 ] 72.) BH on 可 测 , 这 
EA € be. 而 这 ,只 需 应 用 充分 性 条 件 (4. 1) 即 可 证 实 . a 

3.5 定 理 过程 共有 宽 过 去 马 氏 性 的 充 要 条 件 赴 ; Vee 
75, DOR“, 有 


(#2 FD | LI: CD. (5.1) 
Py 5r, 


证 KREVE. WX AREY. Hs 1.30. 为 
证 (5-1), REGEM D PAE ARR TR mo xe cs ze dO 


A= (z; memo. F(A) 7 D Hz (D) 1). 注意 
F AD] F [Hr (D)] C 4 
由 定理 1.32 G), HEJER 
(#2, HCA)|F LH: (AY) 
即 可 .而 此 由 (3.1) 得 出 . a 


$3.3 WISE 


362M PX RARHKRR RHE, MRV s € Tht, 
iz, CRS Cb, A 
E SUX G7 XGQ (|, } 
L-E(QLXGO.—,X6O)]IXG A z2,.XOG A 22). 
(6. 1) 
3.7 定理 WAX ROS AORDEGBICTEM RE ITE: VIC 
Ti, DOR, di 


(FF DF LHD) D. (7.1) 
TE 2A 3.5 的 证 明 . a 
$3.4 i 马 氏 性 


BOTi—TUXTO, TP =Z, R Ry. 
3.8 定义 RHR X RAI SRE, MRV hs i om tE 
TO, s, ETP, su, fC, A 
EUTXG 052,7. XG| yt, ]| 91] 
= El f XQu t), X Gt (XG) X Gut). 
(8.1) 
。 58» 


了 .9 定理 DEX RA 1 马 氏 性 的 充 要 条 件 是 : V onl1. is 

ET ， 取 值 于 Een 的 单 参数 过 程 
Kl = {Kl Gs € TU). (9. 1) 

RF (FT SETI} 是 马 氏 过 程 , AP AL 6) — XG st yes 
X (54,9, 

证 由 1 马 氏 性 和 单 参 数 马 氏 性 的 定义 立 得 . 

3. 1 定理 过 程 世 具有 1 马 氏 性 的 充 划 条 件 是 : YesETY ， 
DCR, d | 


CES UD) S (HOD. (10.1) 
证 ”完全 类 位于 定理 3.5 的 证 明知 , 我们 只 要 证 明 ; Xp Doc 
任意 有 限 个 点 Zir tts Zat i A= igi Ttg, Babe 有 


(CF FAJ F [H(A]. (10-2) 


zo o’ z, 作 水 平 及 竖 直 直线 ， 这 些 直 线 的 交点 记 为 召 = fea: 
lzjm. 1<Sh<d}. di (8.10 A 


CF1 FCB) |F [LI CB) D. (10. 3) 


注意 FCB] = ZUNA] H CA C FCB) IAC. 32 3F. 
得 (10. 2). | 
对 于 2 马 氏 性 ， 有 相应 的 结果 . 
3.115€ X, ARH X AA 2 SAH. MR s. nET P, 
t. UE TU, rv. FESS", FA 
EUGTX (5, 20 50 Xs, 02 || 572) 
= E {J Xii 0, Rs || XC ot) eee XG SO). 
(11.1) 
3- 12 定理 天 具有 2 马 氏 性 的 充 要 条 件 是 ; V s. e. s € 
TO, BUT D. ) 的 单 参 数 过 程 
Xia, = AMI Ot & TT). (42.1) 
关于 【有 多" ETP) 是 马 氏 过 程 ， 这里, XO = XG). 
org X SD. 
* 59-4 


3. 13 定理 X RE? BEREE RU ERE: V IETT', DC 
RF. 有 


CF (D 7 UEI). 3.1) 
$3.5 «OR 


对 于 zET? 一 了 ,补充 定义 .多 .二 (ACF, P (A) 一 0 或 
1}, X(z) 二 某 非 随 机 的 函数 Ctz). 这 样 , 通 应 过 程 基 已 扩充 为 参 
数 集 T 上 的 两 参数 适应 过 程 

X = (NF P; E,d; F ,Xe € T9), (13. 2) 
MT? RET, 81-1 中 引入 的 记号 仍 有 效 ， (ym. Iz= is, 
D € T',R, = (y € T';y & zb MD) = MD) = (Gv) € T*; 
存在 xz Eao € D) 等 等. 

3.14 EX. HIE XRS « 马 氏 性 , WREE X RAR 
EBE, BV € T^. z,. ER， JELE, o GDA 
成 立 . 

完全 类 做 定理 3.4 和 定理 3.5 的 证 明 ， 我 们 有 

3.15332 WX AG + DRM RBA: Y ET, y 
ERI, fe€bé, 有 (4.1) SL- 

3.16 定理 DEX BA 马 氏 性 的 充 要 条 件 是 :¥ ET’, D 
CRI‘, 有 (5. 1) 成 立 . 


$3.6 Levy 马 氏 性 


本 节 设 T 一 Ri X = {Xiz} z € Ri), DCR’, D =R} — 
D, D. Dx Wt,23D-—D[|D RD 的 边界 . 
3.17 EMX PAR X KF DAA Levy SRE. 如 果 
GS CD) F (D) |. (aD). (17.1) 


3.185E X. PE X XT DRAR Levy BRER HF Levy 
. 60° 


马 氏 性 ， 如 果 
(F(D) .¥ OD» EGD». (18. 1) 
其 中 , OF 和 Or SBIR aD AY PY. SPRL ( 见 $1.1)， 
x*ap) =) # OH, 0D) =f) "eM 
XQqD)- X-GD) V X aD). 
(18. 2) 
3.19578 X. PX RP D ROB POE Levy 马 氏 性 或 内 芽 
Levy 马 氏 性 ， 如 果 
CË (D) FD) | E* (D). (19. 1) 
3.20 定义 PRUE X RT DRA Levy 马 氏 性 或 外 芽 
Levy RYE, In 
CF (D), F QE QD). | (20. 1) 


$3.7 等 价 关系 


3.21 定理 ”过程 和 具有 宽 和 将 来 马 氏 性 的 充 要 条 件 是 :X 既 有 
1 马 氏 性 ， 又 有 2 马 氏 性 . 
证 必要 性 . BEsETPRa, m ETP, W> Via, 
对 z= GG. D, HEX 3.6 uff. 当 smu, fe be 时 ， 
BU PUR Get A Cut.) ||} 
= ECT XQ t2 n SX GOGL2]|XG,£0.1 x j sni. 
(21. 1) 
注意 上 式 右 方 与 上 AX, 从 而 上 式 中 将 多 , RMF... BR, M 


Fut V Funn Fy HEH 2.6 MLR S0 RE 
F ERREZ BX 1 DRE. MAE X 具有 2 马 氏 性 . 
. ĝl- 


充分 性 vVz€TÀi, DCR, id 
D =DAN R, D= DRM, D = D fN RŽ, 
则 D=D, UD: UD. 先 考 察 A=~D,UDiCRY. HTX1HZÓ5SK 


性 , 对 集 4 利用 定理 3.10 得 OFF (AD |F LEAD). 注意 到 


FD) V F UED, U IG» C X35 
利用 定理 1.36 和 注 1. 25 得 


(92,2 (D) | FTA] VD) 
V # UPED, U HO). 
EFF [ILLOD] = F [MD] V # ELD, U BPO D, & 


(6971,57 (QD) FIED]Y F [OD] V CD). 
(21. 2) 
再 考虑 D UID) = BC RYE XO 2 马 氏 性 ,对 集 8B 利用 


定理 3. 13 (86972, FCB) | F Ur an. 再 注意 到 F [I OD) 1c 
F171, 邦 利用 定理 1. 36 有 


(972, FCB) V FED] F (2B) ] 


| V # DIO). 
此 式 即 为 


(272,57 [HD V F HO] 
V (QUELS LIO»). (21-3) 
由 (21.2) (21.3) 及 定理 1. 34 立 得 
(90 ant UD) V F [EAD] y F [IO] 


V FW, | E]. 
由 于 F,CHFI)\F? ， 故 特别 地 有 
CF, FDF [CD)])， 
* 62° 


所 以 X Aa ROR KS RHE. E 
3.223738 — (0 RXRA * SR. WX Hi BA, i= 
1.2. 


i) HX SF AR o RR | Fo <ER) Hi GK, i= 
1,2, WX SFBR o BURA € 马 氏 性 ， 
证 (OD Ma, S€ TID. ums. t. c. LETT. RICT— 
TU , z = (s.t), HEM 3. 14 5l, 
EL XM Cae ty te XGoto |} 
= EQFLXOG;.5n2,.XG,5 [|X Geet) XGuD, A Sati) sR 
= Jy gmt}. (22. 1) 
aeRO, W I HF), XX) X Gu. s son) 
— a(XG,t0,1 x & n). 于 是 (22. D ERE XA 1 马 氏 性 . 类 
Ti nfán X 2 马 氏 性 ， 
(D iz = 60,79 = (uv) € T?,z «Ly. iL D=RI-R,, d 
表示 R 与 五 的 公共 边界 BVI). 下 面 用 点 代表 单 点 集 , M DU 
(zi id DUs. IH X if) 1 55 Borm 


PLF (DU 30 L7 LU Go. 
利用 定理 1.37, HE 02 V UD» = l8 

GE 1.9 OIF [D U Gv». (22. 2) 
AH X 83 2 马 氏 性 ,应 用 定理 3.13 于 集合 Gv), (wu,v)}, 再 注 
意 FD SO», 我 们 有 

(FDI S [Ga U 中 | 多 EU GD. 
利用 定理 1.37， 有 


(F (DU G1, FW Ce U Ge U Ga». 
(22.3) 
依次 对 (22.2) (22.3) 运用 定理 1.31 CD Gd, 我 们 得 : v SE 
bf, 有 
4 63 


EG LX Q2] 973 


= ECFLX nv) 127 (DU Gs21) 
一 ELF[XGCu0]EXG 0D. X Cst) eX Cs uU). 


BRUA XCÉ « RR PE. E 

3.23 定理 HEXA « SRADRS RESTA CO GO 
Gi) 成 立 : 

Ci》 有 宽 过 去 马 乓 性 . 

Gi) wv HEM: ETP, {XG t), E TP) 关于 01, s€ 
TP) 是 单 参数 马 氏 过 程 . 

Gi) V AEM se TU. (XG € TP) BFC? EE 
T?) 是 单 参数 马 氏 过 程 ， 

证 4) 的 必要 性 明显 ， 由 定理 3.22《i) WK Ai BR, I 
=1, 2. 而 GD GD 分 别 是 1 马 氏 竹 和 2 SREB RARE. 下 
面 证 充分 性 . 

Bze=-G.H.y= Gav € T'az xi y,f € bf 当 zETIH, 
由 GO @ (4.1) 成 立 ， 设 = 各 72 一 7 ， 分 三 步 讨 论 ， 

1) 3l z Ale) € T* ia 0,0 0) , WR FS AE FLA, d 
(4. D 成 立 . 

2) Mz Elv) € T*iu 之 0.0 So), Ket 7 =F}, 
ciX (D, Xz OyO 69 zd} = o{ Xe}, 此 时 《4.1)》 化 为 

E(FUX G2 JFE) = E (JEX ]UX G2]. (28.1) 
MuET?. Wy Gu iE (23.1) RM; MET -T.,A LX] 
是 非 随机 的 变量 ， 故 《23. 1) 成 立 . 

3) Me €(GQ € T'u SO < 0), BMF 2). 可 证 

(4.1) 成 立 . a 


$3.8 蕴含 关系 


3.24 定理 设 X 具 有 宽 将 来 马 氏 性 , UX RAMA OR 
. 647 


证 由 单 点 马 氏 性 的 定义 3.1 和 宽 将 来 马 氏 性 的 定义 3.6 得 
Hn. | 
3.25 定理 RIE X KF Fo’ CR SHE. WX 


$F (F (D), DE D) Levy GR fk. 这 里 PD, 也 是 一 些 
正 位 矩形 之 并 并 满足 局 部 有 限 性 }， DE 纪 的 局 部 有 限 性 是 指 : D 
的 边界 aD 由 平行 于 坐标 辅 的 线段 所 组 成 , BEEE e tE aD 的 
每 一 线段 的 长 不 小 于 

证 分 几 步 证 明 . 

(一 ) 由 引 理 1.30, 我 们 只 和 需 证 明 ;: V 4 — zr on) C 
D, 有 


LE (D), F ALF (aD) ). 
为 此 ， 任 取 = 使 RDA, FORE 
(FOR, DFR. DOE (RP) aD). (25.1) 


(=) 由 局 部 有 限 性 条 件 知 , R. 门 3D 由 有 限 条 线段 组 成 , 如 图 
1 示意 . 


将 这 些 线段 延长 , TR. WARS TEM (A; Kim, 0 
jn} Ag— Car raind BAG AJA FD PRA PD PS 
ARAB, HS 

M — (G,DuA;C D}, F = 1G, DiA; C DB} 


M G, pD EMEF, SIA Cat adm F CAS) 可 测 的 有 界 随 
HEE. GEHE AS TER Ur RRS HE ATE: Ams 
Feci ais Amn Aasin ts es 

(=) 先 考 虑 ALL, 设 mn) € M. fig BB 1.3100 (vi), (25. 1) 
等 价 于 


Ei [IEF R. N P0) € FR, ap». (25.2) 
M 
Hop "€" 3x22 Jp FR N aD) 可 测 ， 
Bl3^G.n Doc. 


ELITS; L7 RD} 


=F TI EEEn PLF R, N DY). (25.3) 
M wa) 
AF XE” HERE. APSA X E <w 处 的 宽 过 去 蕊 氏 性 ， 知 
E Eqn | FE) © S QN FL m). (25.4) 


其 中 LA LA AERA TAR TUR (25.3) 
(25.4) 知 ， 为 证 (25.2), RUE UE. 对 Em E F (0,0, €. E 
FL LO l 


Et TE Efnt nl FR N DO} € FR, AN ap. 


M— im.) 
. . (25.5) 
WE M, =M — m,n) 为 空 集 , 即 ROD = AL, HE SE Li 
UL mOoR MADRID, 从 而 
* 66 + 7 


Elé me) F (LO BO) = &, 7. € S R N aD), 
He (25.52 成 立 ， 从 而 《25. 2) (25. 0 得 证 
41 M, = M — Gn») JES. 我 们 将 说 明 (25.55. AHA 
F Ems E m AL FER. 不 妨 以 为 例 来 说 明 . OR Gn — 1,02 € M, 


BU £, € F Lig) C Fl Anin) Bl En n] SIA Sn 
ME (n — 1,0 € FW E, € HL) C F(R, (1 aD) 可 自 条 件 


期 望 号 中 提出 来 ， 且 .已 是 SR 有 aD) SD. FB, HIE 
(25.5)， 只 需 证 


EU 下 和 | 4. N DO) € FR, N 20). (25. 6) 
M. 


其 中 Mi = M — Gua). 

Cpu) 0525 :8 A... Onn) € F. 像 (三 ) 一 样 证 明 可 得 :如 
BFL =F — (n,n) WHER, 则 (25.1) 成 立 ; WE F — F on, 
n)4E3, ALE (25.1)， 愉 需 证 


E< Jla LF (R, N D) € F (R, N aD). (25.7) 


CR) 3m Anam 并 重复 《三 ) GD 的 讨论 得 : MR on 一 
lan) € MWH M, = M, — (m — 1,0 WARN, (25.1) Wa 
34 M, 非 空 时 ， 为 证 (25. 6 ， 只 要 证 用 M 代替 M 后 的 (25.6) 
R. WE Gn — 1,02 € F024 F, = F,— in — 1,0 为 空 集 
BY, €25. D 成 立 ; 当下 SES, WE (25.7), ABA PLR 
a8 局 后 的 (25.60 成 立 . 

CA) 依次 考虑 Amm- Fav s*a Ans 最 后 ， 我 们 会 得 到 ，; 
M,, F, 是 空 集 ， 因 而 (25.1) 成 立 ， 并 且 用 空 集 Mn F, AES 
M,. F\ aa (25.6) (25.7) 显然 元 成 立 ， 这 样 ， 我 们 完全 地 
证 明了 (25.1). 

(4) 取 s 充分 大 , 使 A= (2). 75. zx) CRoo. 由 (25.1)， 


v6C SUD 
"6/75 


EELE Ren (1 DY) = EIF Rew N aD} 
令 * 全 十 ceo， 利用 单 参数 蒜 的 四 化 定理 得 
ELEF (D)) = ER QD)) € (aD). 


由 定理 1 31(vi) ,从 上 式 得 C97 0D) FA) | OD). 定理 证 完 . 
| 
3.26 定理 WRX RF DOR A Levy SRE, SX HT 


F C) 有 内 帘 Levy BREMIE Levy GRH. 
证 ”注意 aD C O:(D) CHK F (D) C 5+(aD) c 


FD), ext A, € FO) A 


PA, I X3D)) = E{PLA FD) V (aD) ]|Et aD) } 
HIT X ffl Levy SAH (O7. D. 并 两 次 利用 定理 1.31 (D. Gv), 
得 上 式 等 于 


E(PLA, |." (3D) ]| X* (@D)} = PLA]. (aD)] 
= PLA, €D) V S (D)] = PLA, 0] 


= P[A,|. D) V 2+ (3D)]. 
所 以 


PLA,LZ* (aD)] = P[A,|#(D) V E ca]. 
iis X APSE Levy DEPE. LUE X BIA Levy BRE T 


3. 27 定理 设 开 关于 自然 6 域 族 { 起 ,xzE Ri} 有 * 马 氏 性 . 


U X EF (F(D) ,DE E) AHEM R Levy GRH, Kp. v 
是 满足 局 部 有 限 性 条 件 的 区 域 万 一 Ra 全 体 ， 这 里 局 部 有 了 恨 性 , 是 
指 也 在 每 个 有 界 区 域内 , 都 只 含有 限 多 个 不 相交 的 部 分 , 而 且 每 
一 部 份 都 有 逐 段 光滑 的 边界 ， 
证 为 证 外 寅 Levy BRE (20. D, 依 定 理 1.31 Wi), HÆ 
. 68 . 


iE: Y A= dece.) CO, EE SG), 
ELF (B)} = E(€[E-cap)}. (27. D 


由 定理 3.25 的 证 明知 ， 我 们 具 需 对 局 限于 和 矩形 RDA 的 五 证 明 
(27. 1)， 于 是 由 局 部 有 限 性 及 引 理 1.30 A, RD RRR, 
且 有 逐 段 光滑 的 边界 如 图 2， 对 wx 守 1， 以 1/220» 一 1 为 间距 
在 Ri 上 作 水 平和 竖 直 直线 族 、 这 些 直 线 在 OFLA OO, 自 的 部 分 ， 
长 度 均 不 小 于 1/n D, BARF O O 内 ,每 一 水 平 ( 紧 
E) 直线 与 竖 直 水平) 直线 族 都 至 少 有 两 个 交点 . THE. AB 
线 族 可 作出 折线 LICOL—O.. MEL. 的 每 一 段 的 长 度 均 不 小 于 
€ = 1/2n(n — 1， 记 以 六 为 边界 且 包 含 互 的 开 区 域 为 Dn 


图 2 
为 证 (27.1)， 显然 不 必 考 虑 位 于 aD 上 的 mos. zm RTE 
在 充分 大 的 = 使 A 二 duse xu) CDi, 于 是 依 定理 3. 25, YE 


c F (A), 


» 69+ 


ELELE DD} — ELEL F L). 
因 工 .CCD 一 DCD,， 依 定理 1.32 (OO 5n 


EU (DO = ECLOG, DY). (27.2) 
注意 到 OF CD 一 DCO;,， EER pS nb +08 FD) 


(1400 DF D),F WD, — D>) Y] @D), ER FE RK 


ERE 2.8 得 证 (C27. D. HAR Levy 马 氏 性 的 证 明 类 似 ， a 
3.2857 HB. BX GHRRAW Levy GEE. WX AK 
Levy SEH. 
证 ”不妨 设 怀 有 内 帘 马 氏 性 ,并 o, 一 FD), = 
FD) ,BG, = aD), 2, — aD), S = E aD), g a St (ap) 
V X (GDO. 利用 定理 1.32 GD 即 可 ， 8 


$39 E £y 


3.297% 设 EG ,i 20} 为 单 参 数 随机 过 程 (不 必 是 马 氏 过 
W). $ 
X(s,t) = E(t) ys 20, 
MIX = (XGO.z€ RA) RH yz € Ri} 有 宽 过 去 马 氏 性 . 如 
BR (EGO PRABER., MX 不 具有 单 点 马 氏 性 ， 
证 z= (5,0) S y= (uv). f € bË, 
由 于 JLXG2] = f[Xix Oy], 


故 EUUX GI 2) = FX GG 30] 
= EFX] XGOo.XX Oy XCy OQ 32, 
AXE (F.z€BRO-mIESEK. 
B OI 0} PRADE, HEX ABAD. N 


EUTX G9] Fi) = EGLXGO1IX GO). (29.1) 
+ 7O» 


上 式 即 
E(Flé() ]l£GO su St} = ELLEN JED}. 

这 是 (FG) 2S 0) HBR, FB. | 

MB] 3. 29 立即 得 下 面 的 命题 : 

3.30 命题 ” 宽 过 去 马 氏 性 未 必 获 含 单 点 马 氏 性 . 

$.31 例 its, 7 为 随机 变量 . iB ho [0,1] x [0. 9», 
L= [1;, 2 x (0, o, h= [2, 3) x [0, œ), L= (3, 
4) X [0, coo), h= [4, œ) x [0, œ). HrERL, + 
e, Hee i, Us; 
?. üzcli UI UI, 


i X= (X(z),2 € R) 关于 人 FA, cERL) 有 宽 过 去 马 氏 性 ,而 
无 宽 Levy SEE. 
证 国 对 zy, feb, 有 SEXO) ] = fEXCy O20], 


故 ESX OJULE) = AX D z] 
= E{f[RCy) XG 00 AGO” 
HO X APRA BRE. COUPE X EN Levy BEHE BD=1,U 


X(x) -1 (31. 1) 


RUL, M ZD) = oC p, ZD) = 0(€.9) EGD) = 6). A 


T oxXGD) DF (D) 1) FOF) AB HEB 1. 300) WFD) 9 
(D) XGD)) RA. BX RAB Levy Gitte. ' 

Hj 85 3. 31 立 得 下 面 的 命题 . 

3.32 命题 ” 宽 过 去 马 氏 性 未 必 昔 含 宽 Levy SRE. 

3.33 例 设 上 为 随机 变量 ,天 一 5[0, 1 X [0,955 U 1,2] 
x [0,]]); 对 z € RLS 

x@ - 1? mer. (33.1) 

WX = (XGO,z € R3) 关于 任意 DOR Levy BEHE, HF 


(X. xs 区 本 上 有 单 点 马 氏 性 ， 而 不 具有 宽 过 去 马 氏 性 , 
.7]1* 


iE BY DCR, F (Dd), FD). Aad) 149 S] SER (0. 
D soc. in AUD? dk P OP Ran go Rf CH D, 


S OL apo. d» = S (0 = 6. S D) = 
af) ， 这 样 上 述 分 裂 英 系 也 显然 地 成 立 . MEX A Levy SEHE. 
EE X 有 单 点 马 氏 性 . 设 rsy. 


OMMEL M 57.2.20, REUS 
OF o XCy)] le X Cz) D. 
Gi) SIE€ RA —L, W F, = c[XGO] = 6) = o [XG], 


此 时 也 显然 地 有 OH. of X QO lo LX GOD. 
Ee G) Gd MX AMARA. 
往 证 X BABMEB RA Be 一 (1,1),y = (5.3) , 则 


XOD] — eC, F = 6 of Xz). X (yz) XGGO9 )1— 


(2.2). HFS) D oO 不 真 , 由 定理 1.300) 58 (77, 
of X(y~) JIe CX G2 Xe Oy X Cy 62 20 D AR EC. RX PRAA 
去 马 氏 性 、 B 

e Bj 3. 33 立即 得 下 面 的 两 个 命题 . 

3.34 命题 Levy GEERDES RAES Ett- 

3.35 命题 ” 单 点 马 氏 性 未 必 列 售 宽 过 去 马 氏 性 ， 


$3.10 强 芽 马 氏 性 


分 割 线 ， 宽 停 线 等 概念 和 有 关 记号 见 81. 2. 


3.369% M 设 天 一 人 (cz € Ri) BM. BUR LXX 
的 自然 o 域 Fa ER) ROR, LEX 的 宽 停 线 . 
a 725 


3.37 记号 设 工 是 过 程 生 的 宽 停 线 ， 设 有 射线 族 Gu. tas 
(OSAK). Liaw) 5 h, 的 变 点 记 为 Le). 4 A— 0 K+ ost, 交 
点 可 能 不 存在 、 或 存在 但 不 唯一 ， 此 时 ， 我们 分 别 约 定 Lite) = 
+ oo, A Le) 是 变 点 的 最 小 者 . 约定 天 (ceo) = co. i X A Borel 
可 测 ， 记 

Fep = 6{(X(z),z € L}, | 
f£, = {Xa + 2,2 € RL,0 SASF oo). f 


(37. 1) 

€ (6,8) = aL) V {XU + 2), z € Roa SAS 

co}, (37. 2) 
p= N, V (ed). (37. 3) 


其 中 ot) = a. D € £7). BRL, 是 et) 可 测 的 . 

3.38 注 AX Hj Borel 可 测 性 不 难 证 明 ; 利用 其 他 的 有 非 负 
PEN HSI (gs “例如, 平行 直线 族 gm tHe, OS p<), R 
Xe LEZA L GERE. WIE LL WE Gro 
(37. 2) (37. 30 方式 对 族 Us) 和 对 族 18, RE XB) 2€. 097 是 
一 致 的 . 

3.39 定理 box SRE X Ae. WU Xs SB FS 
AE, BV REAL. AO, Jf, |S). 

证 称 折线 8E An RBH RS 的 各 线段 平行 于 坐标 
轴 , 且 顶点 是 形 如 | EE) 的 点 .# 级 梯 线 全 体 记 为 s 由 定义 
3.36 BAS, FAA] FSR. 不 难 验 证 :WY L€ S7 4 n0. 1, ETE 
唯一 的 Ae SF, f£ < 及 , 且 对 一 切 满足 iB ES BCS, WA BS 
B. e.) = 8. Wie SE SLT — T JA & BA, 的 单 值 映射 ， 

设 工 为 宽 停 线 ; > Lle) = pL] w € R. 


因 
n ch = LLEI e £qon. 


ace, 


= 73 


WL. CERTA © 
a, = A U = NF Ee, +), 


BEH 
D, 一 V e, ， 
e; = a ,mA A, 
fe x . 
t qu 
we f) V%,. 
bey "7 


RREZ., A= Un = B), Bil 
ANP =AN FLD, 
ANZL=AN FA, 
AN 611, = A N E (8,99). 


BBEL, WEER € FC, 4& BNA=B'NA 故 由 
定理 3.25 秆 条 件 期 望 的 性 质 ， 有 


PEI) = EPA L7 (0,8253 


= 1,P{B' E (D) 

= LP(B |22). (39. D 
在 上 式 两 端 中 对 LEL RM PBF.) = POIL. BEST 
Cor, BRL o MMOH, SLR Pa ons, 因而 由 
Gi C PnC SV LAM Su tan E V o; RH 


降 ， 而 Oe, NN. Boh c RR A. 2 一 人 Va 


m ox, cx, S - Vu Beo CF aL) V 
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HRF, SL) V OE. 由 此 易 知 ， 如 果 能 证 明 ; o VF: 


C €f C a0) V Co N ELLE SE SB A, 5E, 

HEX, AE bà& fu X. Arai ; e CST D GEL CE" ,. 
先 证 Si ce}. id 

m k m+t1lat+] 

a= [ARES 


jos = O,1.25'" 


(39. 2) 
RRA Be 令 
= U d. Bf) Anu RE H Am C [0] (39.3) 


不 难 验 证 ， 当 yr « min(e,0) BF, V z,€ 8€ S, (eis). 34 
mE n) HSK. WM AA SS 中 的 acu. DA KO (1 
xu. ER 

MN fL. = eXG) € BY =P UL. 


= BL = 4,X(Ly + &) € Bj). (39. 4) 
其 中 BB, € SR, 
ë pe WM osz— Li S (5), 

十 so， 其 他 
RM € oC C 9T G9) MH X GRE MEA X Gs + &) 
€ i (6,8). JA ii Ly € a (L0 48 (39. 4) AW SF Ce 8) 可 测 . 由 
ETBC, = HOF C 7 (6,00. Aik ce. 

WHE AA n RBAN, HX Meee 


(Xda +2) € B} = LJ Di (LJ a = 8) N LXC&, + 


b-m nwt 


(39.5) 


z)c€ Bji € eM. 
HY p, ESER AMR. WWE. 8 
3. 40 注 焉 面 的 定理 指出 :， 当 我 们 利用 宽 停 线 《可 以 无 界 ) 两 
边 的 “ 芽 ” 来 定义 分 裂 域 时 ， 可 得 到 另 一 种 强 芽 蕊 多 性 . 
设 工 是 宽 停 线 ， 令 
2756 


@,(e,0) = aL) V aA XCL, t x), 


Ox rcx EE (40. 1) 
eg, = (19.5. (40. 2) 
£670 
记号 An. Sh. B 同 定理 3.39 的 证 明 中 ， 设 BE 天, S 
Ta = (J Au An 163 — 0 4 SI, (40. 3) 


myk 


555. Mies, MCT} HER pd, 37%) >0. 4 


*, = L) of Uh = BN STD. 
sew, 
Fi = Ne. 
3.41 定理 WX BRR, 工 是 宽 停 线 ， 则 


G CE NOD. 
QD Y=, H ELN EAS ELN 4" n AM 


(Fi, AEAN 


证 ”注意 到 TICE ££. WER 3. 39 证 明 的 前 一 部 份 
可 得 CO. 同样， 由 定理 3.39 证 明 中 关于 “多 ; Cg# ”的 证 明 方 
法 ， 可 证 GD. [| 


$3.11. 4 过程 的 马 氏 性 


3.425 M WR CE. € Ti) ib X = (Xa) E 
Ti V A BUR. MUR zion CTA serer TPE E" up WR A... 
E+E, Mis 多 :独立 的 随机 变量 noz. 使 
XC) 一 Fae, LX (21) X Cz, & Za)» 
XG C9 2) or €21522)]. (42. D 
4 过程 是 一 类 非常 广泛 的 随机 过 程 。 它 包含 所 有 两 参数 独立 
增 量 过 程 和 两 参数 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 
. 76” 


3.43 定理 AIER ATESTE 
证 ”只 要 证 明 : Vox. BES, A 
l P(X() € B| #2} = P{Xtz,) € B[XG), 
XG C) za) Xiz, 69 21)} 
由 (42. 1), 即 要 证 
P(X (2,).X Ce, 2.) X (z4 © z Dor Gm 2:2] 
€ CL. 
= PILX Ce), Xz, 60 2:0 X G4 G9 zio rg zz) ] 
€ Cio). (43. 15 
RoBC—J24,0D € Sw —o(iXGO0.XG Oz) Xe. 920). 
故 只 要 证 对 任意 CES, (43.1) 成 立 . 

KI C=C, XC, XC, XC, CES Oi. WEY (43.1 化 

为 

P(DM|F 7) = PCDM |). (43. 2) 
HP D= EEX) ECX Qz2€C,,XG Oz) € C,],M— 
[riz ,;) € C,]. AF rizr) 与 FU, (43.2) 两 边 均 等 于 
TpPCM), Be (43.2) 成 立 . 

H g= (CQXC;XC,XC, CE, 1c) Fea XE. mif 
(43.1) RUB CHAR SO REA. MOY, KER 1.3. 2€ 2 
a) = d". | 

3.44 EE 设 4 过 程式 满足 

G (XG,0) 97,5 € TP} RH XO. D, E T?) 均 是 单 

GD V s ETP, e = Cen) € R0 v, XG,O0) BF eX GO) 
可 测 ， 

Gi Vr ETP, z=, v) E R}, O<u, XO, t) 关于 
a(X(z)) 可 测 . 

则 所 具有 * 马 氏 性 ,特别 地 ， 如 果冻 的 初 值 是 非 戎 机 的 ， 即 当 = 
€A at, XGO 是 非 随机 的 通 数 时 ， 则 A 过 程式 具有 * HE. 

证 由 定理 3.23 和 3.43 知 ， 为 证 明定 理 ， 只 要 证 明 ; VB 

27 


EH t E TP Ms € TPAR Gu Fis CTY} mu, 
NDF ETP) RBM SERGE. RERE. MV BES, sx 
us 有 
P{X lusto) € BJ) FA!) = PIX lust) € B[X(sste)}. 
. (44. D 
HOG) MERI 2 =—0 成 立 . 下面 设 >>0. AX BAM, 故 
只 要 证 明 : SH 
PLA |FT = PLA |X(s,to)}. (44. 2) 
Kr A= {([X(s, 0), Xs, t0, Xiu, 0). Cs, 0), (Cu, $2] € 
FC) AJH Gii, AMTER 3. 43 的 证 明知 (44. 2) 成 立 ， 
I 


$3.12. 关系 图 


各 种 两 参数 马 氏 性 司 的 关系 可 用 下 面 的 框图 表示 ZAF 
分 别 见 定理 3. 25 和 3. 27. 


赛 将 来 马 氏 性 单 点 马 氏 性 | 
* 


| BEHE i=1,2 
AT A Rowe 


FE Levy 5 YE 
3.45zk 由 图 易 得 下 列 结论 

G) 单 点 马 氏 性 推 不 出 宽 将 来 马 氏 性 - 

Gi) 宽 过 去 马 民 人 性 推 不 出 * BE. 

GD 关于 任意 DED AFA Levy 马 氏 性 推 不 出 * 4R. 
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Lj 半点 马尔 可 夫 过 程 


单 点 马尔 可 去 过 程 的 定义 见 定 义 3. 1]。 它 与 单 参数 蕊 氏 过 程 
有 许多 相似 之 处 ,但 和 精 一 深入 研究 ， 便 发 现 它们 有 更 多 的 本 古寺 
的 不 同 . 


$41 单 点 转移 函数 族 


41 定 区 KE WDA, RRR S = (PGQy2€ 
TA ‘YT yi € £j 称 为 单 点 转移 函数 族 ， MARV i» EE, 
y.r€T5, yz. yz， 有 

QD Pi Cy.2) zz 0. (1.12 


Gi) S PS) = 1. (1.2) 
Gi) P,Cy,z) = IP. OP, (ase) y Kary Ea Er. 


€1. 32 
SE Gi) PRAY K-C CKolmogorov-Chapman) 方程 ， 当 条 件 
GD 改 为 


Gi) Y PDL (1.4) 
Bb. PZ Aar Ae BR. 
HERR 
(yz = (PijCy.2) ts) € E). (1.5) 


A] GD 可 简 记 为 
Plyg) = Plys) Plass) y SKa ary Eaa. 
(1.6) 
时 79». 


422M WR Piy) RKF- y. KH ARKH. 此 
时 ， 记 Pi (402) = Pilz 一 y). 特别 地 ,zx 一 yy 二 G.D Bb. 记 为 
PoE). 
43 EM PX =(X(z).2 ET) RADR S XA 
Pe RRS. WRT yz, ys. 
PIXO = jX) = i) = Ply,2), (3.1) 
只 要 PIXO =i) 220. BR Z BAK. SR X dori du. 
443 My = Ceov),z = (5.0) Pi (yz) = Pilu vss 
DWR X Euo) A i. 经 水 平时 间 s— ua 和 竖 直 时 间 :一 
vig, BUA 的 概率 . 
像 定理 1.18 一 样 , 按 G D 只 能 得 到 一 部 份 转 移 函 数 Pi, 
z), MBB PUXQO — 0 = OME. DEEN Pau 20 的 值 , 以 便 
得 到 一 个 完整 的 多, 而 且 使 多 满足 定义 4 1 PHD — Gib. 这 
可 能 吗 ? 管 案 是 肯定 的 . 
4.5 定理 每 个 单 点 蕊 氏 过 程 必 有 单 点 转移 函数 族 ， 
证 $ £,0)= PIXO) =i] >0),A,=E-Es 2, 
Ay, 2) = {GD PUXO) = iX = j] > 0. 
(j» MICE, OE E; 
o) = D —o,NieEQuje Eo» SD 
r, 22 0, Wi € Ely), j € E). 
EPHE EG), JEE OK, ry Zo 0 np ERG, RERE Dota 
=1 
对 ye, yee, dj. JEE, $ 
Pi{ys2) = D uw GOPIXGO = j|XCy) = 7). 


TEE fy) 


(5. 2) 

HER. YE EQGOB], 65.2) 499 (3.1)， 从 而 按 (6.2 
定义 的 多 二 (Pi Cy. ryan] E Ep 满足 

Pilyiz) = Du OP, Czy Sey ee (0583) 


a BO 


往 证 多 满足 定义 4. 1 中 的 Go GD GiD. GO Gi) FEAL, 证 Gii). 
ERE Oo CE yy) XE) AG 2D 

Palya) = 

p nrc Ela); 


S ou ODP(XQGO =r|X (y) =k}, Mr € Exa) 


SEF, O? 


(5. 4) 


SOP. Cy a) P, (a2) 


= 5 PCy al Plaz) 


re EV tat 


= >) D aaQP(X(@) 


rE E, (ay kE, iy 
=r X) = k&)PIXOG) = fF |X) =r}. (5. 5) 
注意 
PIX) =k, X la) =r} = 0, fH 
Gar) € Ely) X Ea) — Eya) (5. 6) 
Kit PiX(a) = r|XGpD =k} = 0. Nr) € Eye), HER 
BR. 我 们 有 
P(X(z) = j| XQ) = k, 
X(a) =r} = PiX) = j Xa =r}, 
B C. 等 于 
YY waGOP(XGQ) = r| XO = PXG) 
ee ET (na) 
= j|X(y) =k Xa =F} 
E 5 us Cy) PIX(y) = kX a) = 7 XG) = 4 
; P(X) =k} 


Gree ted 

由 (5. 6)， 上 式 等 于 

Cy) P(XOGO = k, Xa) =r. X íz) = j} 
Mad PIXO =&} 


DEE, Cy NE Kal 


B 4 P(X(35) — k,X(a) =r, X íz) = j} 


EELO r€E, (a) 


"BI: 


PE PXO =k) 


B) at PIXO = JIXGD =k} = Puz). E 


&€E, CD 

4.658 SL. Vk a; GO = PUCGO = j) AX ABR, 2 = 
qa, (OF X 的 原点 分 布 . i 

4.73038 HUKEA XA ASRA, AR 
ARERR 57. 则 Oe, Sep Se Sez, rn eE Er a 
fz» "t, GEE, 有 

PiX(zj) = 1 <= jk} == Paon aC, aoe sty). 
(7.1) 

30H, z,—0, 


à 
Paonta G su) = Da, HI PP， (zz , 
D j-1 


(7.2) 
Td cg 一 {Pe Gia tt E210 zy < Ty Ut = 2,,04 Ei 3 
Æ zioni € E) 为 六 的 有 向 联合 分 布 族 . 
证 由 总 的 单 点 马 氏 性 易 得 ， | | 
区 的 有 向 联合 分 布 族 是 XX 的 有 限 维 联 合 分 布 族 的 子 族 . 一 般 
来 说 ， 前 者 不 能 唯一 决定 后 者 ， 但 给 定 满足 通常 相 容 性 条 件 的 有 
向 联合 分 布 族 -sr， 是 否 存 在 单 点 马 氏 过 程 闵 ， 它 的 有 向 族 与 o 
重合 ? 尚 待 证 实 . 


$42 单 点 马 氏 过 程 的 单 向 转移 


H X= {XKz)ezE TT.) PRR Erf. = (PC ye 
E Thy zy Az) 为 其 单 点 转移 函数 族 ， 记 
PG D ss (ss UV)) = enr] 


(7.3) 
Poult), CE) = Piet). 


ER, P= GP (iss) iu, € T! cs) 和 A = G PG. Div, 
a 82 « 


“ETevu<ct) 均 是 单 参数 转移 函数 族 ， 分 别称 为 X 的 水 平 转移 
请 数 族 和 竖 直 转移 函数 族 ， 
4. 8 定理 ”对 单 点 转移 函数 族 57.8 
e PRI). GOD = IPG,0 * Plas) 
= .P(u,s) PG. (8.1) 


Biz. 对 每 个 Geo v) CTL, SEBSHRBRERS . VR, 
设 满足 

PG, * Puss) = .P(uys) e Pot), (8.2) 
UU (8.1) 确定 的 多 是 单 点 转移 函数 族 . 

证 由 定义 4,1， 易 知 GOD Om. 

RZ, 由 (8. D 定义 的 FY BREE XA. 1 中 的 COGD. (E 
证 满足 (ii), 即 要 证 :对 > 一 eu) Ka a, D Sz = Gy A 
axe 有 

PC (es) 5 GOD)  POG 92, Ca B) PG B) G2 . 
(8.3) 
di (8.1) (8.2), LR AAW AT 
[PG a) + Pf] + [P Ca, 5) * PCB] 
= Plua) + LÊ, B) * Pays) ] - ÊE) 
= ,P(u,a) + [,Pla,s) + Pw, B0] + PCB) 
= [P ua) * Pis] + LÉGQ,B) Palo]. 
HAF. 2 是 单 参 数 转移 函数 族 ， 上 式 右 方 等 于 
»P (ays) + ACES) 
HG. DTE AF. PCS 30 GO ECC. 3) 成 立 . | 


$4.3. 齐 次 情形 和 双向 随机 游 动 


在 齐 次 的 情形 , (7. 3) 确定 的 Pes) = (Palea € El 

与 v XX. AR RRM s 一 a. ae R[ do 2g P(s —_ u), MP (vt = 

{vt ij € E) Fut, BREITE ev MI Po — 
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v). 3X EÉ (8. 228. 1) 成 为 


POPO = PPC), (8.4) 
PG. = Pi) PQ) = POPC). (8.5) 
进一步 ， 在 齐 次 且 参 数 T. — Z^ LN. ic 
P= POP = ôO}, (8. 6) 
Te (8.4) (8.5》 成 为 
EP = PP (8. 7) 
P(s,t) = (Py «(Py = (Py - (FY (8. 8) 
49 引 理 i$ E= 10,1. 2. =}, P E E bY, 
Bp 
n s o 0 0 
q 0 p 0 OQ 
P=|0 q O p 0 = - {9.1) 
Q Q q ü p 


其 中 , >，s 非 负 , ps qg HEM. rts=ptq=l. APRA 
Ba, ERSAN r, s, page 如 果 (B. D 成 立 , RW P—P. o 

证 WR PPA PP 的 第 GD PIR HSU) 为 (0,0)， 
(0,1): (0,2). (2, D. HEE rts—r'+s'=pt+q=p'tq'=1. HE 
fir—r.p-—p. | 

由 引 理 4. 9， 我 们 有 下 面 的 定理 

4.105238 i$ E = (0,1,2,-),X — (X(z) ,zz € Zi) BRK 
HRABRE PAP G Sie X BE RR BA 
RBH, ei ‘9.1)， 则 P—P. 

4.11E X, BARR REY (8. 5) 的 齐 次 单 点 马 氏 过 程 X= 
(Xæ E TA) RAPS) PO) 单 点 马 氏 过 程 ,具有 单 点 转移 
ES RE C8. 80 的 齐 次 单 点 马 氏 过 程 卫 一 X), € 25), 称 为 (了 P， 
P) 单 点 马 氏 过 程 . eB 4 P = PH OP PBA ORE 
称 为 Q 双向 随机 游 动 . 
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D 训 过 去 马 氏 过 程 的 一 般 理论 


§ 5-1 三 点 转 称 七 数 族 的 定义 和 例 


5.DEX. PE Z= {Pluvi y s B); (uv) 
ETL O0 « G.D € Thyz CL BES) 为 三 点 转移 图 数 
族 , 如 果 下 面条 件 避 一 (iv 满足 : 

Gi) 固定 ww; vs s. te x. ys x, Panuti yz") E CE, 
4) Bg E. 

GDO El uo m. se ts Be Pu. vios. ti t. t. *, BD FES" 
DET. 

Git) 水 平 转移 性 : Vs > ORV £C E, HA 


Pluvis tt sistsT ysz B) 
一 [Pisis ose DP + sus a8. EBD. 
E 


€1. 1? 
Gv) 竖 直 转移 性 ; Vd DORYV EC E, WE 


P(u,vis,t + Erys B) 


一 [Pisis itin EdD PCs + tist’ st, y]. BD. 
E 


(1.2) 

简 记 P= (PG Usb) (uv) € T? (0,0) x Cs, £) € TA } 

其 中 Pusvysst) = (PG visu tr yz Bour.y.z € E,B € dj. 
. &b* 


5.25€ M,  — AERE RRS 称 为 齐 次 的 ,如 果 每 一 元 PG, 
Visst, yz, H) RE HY AX. 此 时 , 记 为 P(s,t;my,z,B), Tm 


| PGu,vis,r) = Psst). 


REMEE PR. REMIT RAKS SHE RR P= (PCs, 
£),0,0 < G,0 € Th}. 
5.30] if OE, 425 = RAR), 
P(s,t;x.y,z,B) 


— 1 (一 yy 一 之 十 的 
一 ye bd DE jee. (3.1) 


则 5? 是 齐 砍 三 点 转移 通 数 族 ， 称 为 Brown 单 三 点 转移 函数 族 . 
5.4 例 iR CE,42) = (R,BCR)) , 
P(s,t;jx,y,z, B) 
= Fano exp(— as — Bt) — y exp(— as) 

— z exp(— ft) + €P/(2H dé, (4.1) 
其 中 H? = 6 Gag) [1 — expt — 2as)][1 一 expC— 220) ], 常数 
o>0,2a>0, 记 >0, 则 多 是 齐 次 三 点 转移 函数 族 , 称 为 两 参数 Orn- 
stein-Uhlenbeck 三 点 转 称 医 数 族 . 


5.58] 设 瑟 为 一 切 整数 的 集合 Z， 呈 为 2 的 所 有 子 集 的 集 


x. > 
PG...) 
La CASEY itr . iun . 
-{ GR Mi-—jr-k+r Seo; 
0, Mi-jy-ktr<co. 


C5. 13 
PG,tii,j.k, B) = >) PG.tii. j hr). W| PERKARA 
数 族 ， 称 为 扩 状 Poisson 单 三 点 转移 函数 族 ， 
5, 6 定义 设 式 是 宽 过 去 马 氏 过 程 ， 如 果 存 在 三 点 转移 函数 
Ak ce. E 
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PAX lu + siw t+ t) € B|X(u,x), 
X(Cu.v + t), A Cu + 5,701 
= P(u,v;s,t; X Cu jv) X Ga v + D, XC + sw) B). 
(8.1) 


BX AGL RRB ARE P. 
$5.2 规则 宽 过 去 马 氏 过 程 


R n= 00h poz ET 它们 的 竖 直 投影 和 水 平 投 影 分 
别 是 : (010), (5150) yo G,,0) (0,0 , 0,562, 0,£2,0 — 5 
«s xD ig OS d xm oe L R jez, = Gy. gk. xp 
ST, 存在 唯一 的 (ts D ME r= gj WX ERAF (E, £) 
HAS, M BEE, 04S, C 
P(X(z) € B,O<k <n} 
= P(Xi) € B,0siszrosxjuxq). (6. 2) 
其 中 ， 如 果 nct c£ WlAB,—B, FU B—E. 
5.7 i$ P= (PQuvisD Qn) € TL,0 « (5,23 € 
T! 1 BEAMS wR. UE X — (X GO 2 € TA) BE. dE nog E 
fER IE HEM. M, = (G6, D:0 xix rOosxlixqb.l,— dil 
m.im rhJ,— (julim jzmq]DX[EEO—sQ-6-—5.0—tu4— 
cU XL fo Ry = (5; 5¢;) s By € dO.) € MM， HE 
PiX(z,) € Bp G, € Ma? 
= | HA dN € ridha] € JOG ley, Bg, G3) 
pm 
€ Mig sot Fost € Lim, j € Jy), (7.1) 
EF, ME pÆ (X (0,00; X (,,0) E XO, € JO 的 分 
Tu, Hl 
KdG sdi € Lady,,j € Fy) 
= PiX(0,0) € da ;X(s,0) € dhas 
PEL XO.) € dpi € Jy} (7. 2) 
* are 


MAR GAUH RE: 
Giz; B ijt GJ? € M. toe 3 iosi € Les Moy sf c J, ) 


= [I Ú Pastis m set m tarte 


gs! od 


vases dM, Op; rote? LT] Te, a1 TE, (oj). 


(7. 3) 
ZIE r = q = 0 if, ARG = In 02:357 290,4 = ONT = 


Ts, (9,2534 r = 0,q > 0 if, G = II^. a). WX ERTAG 


氏 过 程 ， 有 具有 三 点 转 称 函数 族 P. 
证 i COD 右 方 式 子 确定 的 值 为 
F Cza By Gj) € M. 
ij HCM, WE (7.1) (7. 3) PRG, D €M,—HW B;—E 
而 得 到 的 值 分 别 记 为 
E egs Bij iy) € H), 
G lzy Bi D € Hitfwitho © lah j € Ja. 

为 简单 计 ， 就 齐 次 的 多 证 明定 理 . 

设 G, ETS,0 RR) € Th. Wi E= (XG AG yt 
HE), XG +h) — 0(&) .为 证 定理 ， 内 要 证 : 对 ACC. 
有 

[Pixs + aye + &) € Ble dP 


= P{A,X(s + ht +k) € B). (7.4) 
《一 ) EX ARB BRR. BESEUE 
P(X(s that +A) € Bla? = PG. b E, B). 
(7.5) 
由 定义 5. 1, ERB HA ow — o(£) 可 测 , RABE: P ACo 有 
[Pictsh ss. DAP = PIA, XG thot +k) € BY. 


A 


(7.6) 
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oe NS, Te 


MM 


Aa. 


用 2 一 x 系 方法 ,只 要 证 上 式 对 形 如 A 二 ECC, XC. XC) 成 立即 
nf. CEs, 
利用 积分 变换 ，(7. 6) EAST 
PC 


CKO Ke, 
(7.7) 
Hp acc) = PO € €). 
i G0 & ABP O < Gt), B CT. 10 A 
QCD, x Dx D) = Fi; B4,G,D € My. (7.8) 
Hrpoms es ss =s Hh, 0— ft Steet +k, By =D, By 
=D, By = Ds, Hd BRE B,—E. 将 (7.8》 RA 07.7) 得 
(7.6) HAST C. 8) GA. 但 其 中 BHC, Bu C Bu 二 Cs， 
B,=B8, HW B,—E. mik (7.1), IER (7.60 AA. 故 
(7.6) BL. 
WE G, 0 所 加， 也 可 类 似 地 证 骨 (7.60 成 立 ， 从 而 证 明了 
(7.5). 
C) (EME (7.4). 
HOS siy ie GS AR A = (X. 
£j) € A, .054.t) € Ro} HEC? 4). RERE, WTR ss. sta, t, 
Cth EYRE CEMURDHSINGERD. Blocs. sHA= sae tms 
Dd ie WA= (GL Casto t BG, Ea 103 = Gs 
Oxlizlé.0s:js qb iG.Du-cl1simirO xs i. 
A= [Xa E Ap OC LY = (Xz) € As, € AN 
(XG,) € A,,G,D € L — A}. 
HF (7.5), (7.4) ERST 
[P(s.tsh st BdP 


- [PCs tsk iau ro neo BH (dred 20 dris). (7.9) 
A 


其 中 ASA np XA tX Anann 而 对 任 DES. WS 
=。 Boe 


HD) = PiXG,D € ApG DEL- A, ED). 
(7.10) 
MRR D= D X Pinta X Dites Wl 
HD) = FG; 4B G, € My), (7.119) 
其 中 当 G. D CAR, B=D; 4 G. D CL-AR B,—A; 
其 余 的 诸 BE. 


a 
注意 A= Sia 一 $4 = 2 (5,4: 一 5i rici = fep tj = 
=] 


上 
> Gur — fisici), 故 可 对 (7. 9) 右 方 表达 式 反 复 应 用 水 平 转移 


性 (1.1)e 次 ,反复 应 用 竖 直 转 移 性 (1.2)8 次 ,然后 将 i7.11) 代 入 
C7. 9) 中 ,类似 于 67. 6) 的 证 明 ,我们 得 到 (7. 9) 右 方 等 于 
Fz,B,.0,) € M,), 
其 中 GC. CLR BTA, Bi csi ea B, Hm BE. mi 
WIE (7-4) HAN. a 
5. 8 定理 | UE X= (XCGO,z € Ti) 是 随机 过 程 . 如 果 存 在 二 
ARBHAR P = (Pluvis t) uv) € Ti,0< (5,2) € TY}, 
以 及 两 个 单 参数 转移 函数 族 0 — (Pus, Bias € Tiu 
sFEE,BECSH&),a=1, 2, 使 得 按 定理 5.7 中 的 记 叶 ， 有 
PiXG € Bi (ing) € Ma} 
= [Pm | VCI «99 E Lidh € Jo 


pg 
GG, B4. a pD € Maios € Lit E del- 
(8.1) 
HP PIG = PUXC,O) € dijo} ,测度 rv 仅 由 9? 527 确定 , 它 
Bj sott soto tti AK: : 
VCI iz € Pad.) EL) 
一 ]I?'6..s = Sia Toa ID 


im] 
[] 
* II P6505 NE tj, (d). (8. 2) 
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OS r= 0 或 8 = OB FA Em TT Co 为 D. RC ECT. 3» 
bh? tie. WX BRAS. MRE O0 529 0,220, 


Plassey, B) 
= [rie sit dP Pa tr yt By t0, (8.3) 


ps lusts y. B) 
= |r, t... du)P CO, v; s, t; iT ya tO, (8. 4) 


均 不 依赖 二 r€E, WX 2* SRE. 
do dO DRY. EO 上 的 测度 aC. = fp, CERERE 


9. FR CR. D. 4007. 22 成立 ,再 由 (8.1) ACT. 1) an. RE ES. 7 
Aj. 下 是 宽 过 去 马 兵 过 程 ， 有 三 点 转移 函数 族 .人 2. 

C8. 32 (8. 4) 右 方 不 依赖 于 xz € E. 则 易 验 证 ,以 PMG uy, 
B) Ast HR Z'a > OD ,以 及 以 PYG o y BO 为 元 素 组 成 
的 族 2? (s > 0) ， 均 是 单 参 数 转 移 函 数 该 . 

为 证 蕊 是 * 马 氏 过 程 ， 只 需 验 证 定理 3. 23 中 GO GD OD. G) 
已 成 并 , Gi) 5 Gi) Fi. RR HEBR Gi), Bt Bee E TX 
= [Xas E TP RSs CTY) 是 单 参数 马 氏 过 程 ， 我 
WRAHA: toss, O<u, ACF. A 

[PEG ru XC), BaP = PíA.XG + ut) € B), 


A 


€8. 5) 
HEEN on, er 
FIR > 0, > 0, ORs yee ss, =， 
并 且 :— X n, kel. RB A= (Xz, € Bj.) € M4) WE 
RE (8.55 HIT. 
由 (8.3). (8.5) 的 左 方 等 于 
Ires dte |PGyosu stir. eco B) 
E E 


. 9j- 


PIA Xa) € dj. (8. 6) 


Be= 9,0 BAA SP 的 水 平 转移 方程 (1. DER. 


得 
已 1 和 入 人 
一 = [Tre Et — bjos Reji ey Petri R41) 
ISO es). (8. 7) 
由 水 平 转 移 性 的 定义 知 , 上 式 中 对 任意 的 qr Hu CE MP. 

HFRS (8. 3) 右 方 与 xEE 无 关 , E (8. 6) WR, FRR 
们 可 以 把 (8.6) PAS c Rm ao, 然后 将 (8.7) 代入 (8.6) 中 ， 
再 与 (8. 1) (8.2) 比较 ， 我 们 得 (8. 6》 等 于 i 

PEX lz € BaD € Mia. 
EP tams tus Baim B, Bai SERGEL 一 (ki. mix. E 
好 等 于 (3.50 KA. d (3.50 成立. 

当 #>0，s 二 0， 可 类 似 地 证 明 (8.50 成 立 . 此 时 仍 需 利用 
(8. 3) HAS x€ E 无 美的 假定 . a 

闻 样 可 类 似 地 证 明 : 34 2—0, soit, (8.5) 仍 成 立 . 此 时 ， 
当然 无 需 利用 (8.3) 右 方 对 £05 x€ E XXII BR. 

s.9 定 义 ” 称 定理 5.7 中 的 计 程 为 规则 宽 过 去 马 氏 过 程 . 

SHEN WE X BWR. RHR XY = {XX(s,0),s € 
TP} X? = (X02 E TP) HREBSRARUE, PX BS 
氏 初 值 的 . 

SOEN 设 . 冤 是 三 点 转移 函数 族 ， 史 " (=l, 2) 是 单 参 
eB WO. MPE CS. 80. 52) Xgy (转移 函数 ) 联合 族 ， 如 
RP, GU. PBK, KY, P, P) 为 齐 次 联合 族 . 
如 果 (8.3) (8.4) 不 依赖 于 xEE， 则 称 CS, F, m) Xp ( 转 
移 函 数 ) 相 容 族 ， 或 称 为 GRR) dk. 

定理 5. 8 中 的 过 程式 是 规则 宽 马 氏 过 程 ， 其 三 点 转移 函数 族 
为 名 ,六 还 是 马 氏 初 值 的 , HAXA CARRAR E 22"，oe 一 1,， 2. 

. ope 


我 们 称 定 理 5. 8 中 的 过 程 A, SM, P) Rot H BRA. 
AR CU. S7, 50) 是 相 容 族 ， PRX KA, GU, 3») * 马 氏 
过 程 . 

5. 12 定 理 设 (E. ©) 是 = 紧 距 离 可 测 空间 ， 或 当 3 可 数 
RR. CE, ©) 为 任意 可 测 空间 .给 定 三 点 转移 一 数 族 有 《可 以 非 
FIR). 

Gi) 给 定 参 数 集 为 Ao = {nm sE TY} U {(O,0) £6 TY} 
B) AE EE ABR HEAT AHR Op assu i Gis ts QE Ags 1=1, 2. 
oo}, FE O. D AAT RE FP, By, G, 0 € Mo. 则 存在 概率 空 
间 (2, 5, P) BogXdERK EYE X = (Xz), z€ TL), 使 
(7.1) mx. 

Gi) 给 定 两 个 单 参数 的 转移 函数 族 PI, o0? 《可 以 非 齐 次 ). 
给 定 CE. &) 上 的 概率 分 布 P. dE (OD EJ iE FG, B; 
G, DEM. WHERBSE (Q. 7, P? 及 定义 在 其 上 的 过 
FX = (X(z), 2 E€ 了}, 使 (8.1) 成 立 . 


证 20-—llEk. E.-E. ocn s ios T^ Og E TB 
secto 


Aas lol) ET, 4 F= le, ¢=6, m. BHA 


26T 

ME 

C, = {w olz) € BuG € M,,}. (12. 1) 
所 产生 的 = 域 ,(12. D 中 的 记号 同 定理 5.7. BM PCC.) AG) R 
GD Ai F Cey, Ba GP) € M. KO 或 0i) 中 的 假定 , BREF 
形成 的 族 是 参数 集 为 ?2 的 相 容 的 有 限 维 分 布 族 ， 依 照 Kol- 
mogorov 相 容 性 定理 和 Tulcea 定理 CE BUE [1]. 58446, 449, 460 
页 ), 可 唯一 地 和 将 POCO 拓展 至 多 上 而 成 为 F 上 的 概率 测度 . 令 

Xizr) = w(z),z € Ti, (12.2) 
M (Q. F, PO BX 为 所 求 . E 


§5.3 马 氏 初 值 的 规则 宽 过 去 马 氏 过 程 


i (EP VE VP ERR og BAB EC. 设 O = gtl 5. Slee <5, 
. 23- 


Of, A Hi < 一 Gh em He) e E^",B— Cx, PELE etn? € E”, 
B eB, € Gov) 0,6s,t) > 0. 定义 
Prien Ca 55058, xX o X BO 


= fe (u S509 rd * 
E 


| [| r Eja $8 98; FN fi hI Ee: OB). 
E" = 


(12. 35 
ptc (vt. B, B, moe X B.) 


p Ire gt X5 d); ^ 


J, 
[Ire oS eb Sy) Sj 51 ga HX); d) Fa OF). 
ee 


(12. 4) 
Hi (8.350 (8. 0. 及 归纳 法 知 ，(12.3) 与 s € E HK, 12.4) 与 
TEER. 且 由 三 点 转移 函数 族 的 定义 知 , 由 (12. 3) (02. 40 确 
REA i, Pr PE CE", 07) 上 的 单 参 数 转移 函数 族 . 

5 13 B X— (XGO,z € TA), Æ (21, P, P) xU, 

ER, Gacy lees, OSC n + 
Ketel eee X GE Das € TH), 
Keyes = (XC te AX GD ETH}, 
gy] Kerh SF LHI ETP} Kee EF AT a © T?» BE 
ARS SE a CE" SO") 的 单 参 数 规则 马 氏 过 程 ， 其 转移 函数 族 分 别 
Jae, (teams, 

当 x 二 1 时， 定理 5. SO AUER. 对 »— BY RE RASS il. 39 
IAR T. 

5.144 “定理 5 13 中, P, P,P) 相 容 的 条 件 是 不 可 去 
掉 的 . 以 齐 次 情形 来 举 反例 . EE = R", PGy BOX yu 
XE LP Gr B) P*G, xz B) 分 别 有 正 的 密度 六 Cs ,zy) P ux, 

. 94 . 


3). X RUS AAA POA EREI COGO. REX" = (XG, 
Ds 20} RFF) s > 0) 是 规则 马 氏 过 程 ， FLA SEER IS EE ats, 
2 如) ， 则 必定 对 任意 TEE 成立: 

giy B) 一 [Piee dXP(s,tix,y.9, B). (14. 1) 


实际 上 , 由 (8. D. MAL, AES, 
PIXUM € A,,X0,00 € A,,XQG,0) C EXO) € B) 


= [fGoax | a a moda [^ Gino 
A A, EK 
* Pst WW sho BIA 9- C14. 2) 


AA, AF XX" 的 马 氏 性 
PIX GD € Bl} = P(XGO € BIXO,2)1 = 9G, 


X(0.6),8), (14. 3) 

Amin Rig A= XO € A,,XCQ 0 €. Az} Ald. 2) 左 方 等 于 
Jats. xo. mar 

= [eae [Pees (14. 4) 


由 于 A, AKER. 比较 (14.2) (14.4) 得 (14.1). 

s. 15 定 理 RXE (P, P, P) GRIS MX Rd 
单 点 马 氏 性 , 其 单 点 转移 函数 族 由 下 式 给 出 : a€ EE, (s,2) ET, 
Ole, WET... 有 

P(s,6),a;(s + wot Hou) B) 


一 Irc sesato [PG Ose niea SS d£, 
E E 


. JP*csosbeamo [Poss so sm $a vd), 
E E 


* PCS tu via, 7, ,5,, B). (15. 12 
证 由 相 容 性 条 件 (8.3) (8.4), BM Os. D HAs, c 
XX. 
要 证 : MEM OSG, D. 0 (Gs, 四 ,有 


* Q5» 


P(X(s + ust + ov) € B|5,) 
= PECs AX Cs, ls H u vB) (15. 2) 
即 要 证 ; XD A€ C, 
PiA,X(s + uti v) € B) 
= Ircso xoi Gs t ut + v) AAP. (15. 32 
4 


BOs) is, lee is, = sts, =e studs Ot, xL 
h Sh- =t+v. ABW A= (Xi) € Bpi r,s 
J Sq} WEPACLS. 3) BD ay. 而 这 ,可 以 运用 (8. 10 ,类似 定理 5. 8 的 证 
明 , 可 得 (15. 3), Mae. a 
5.166 iX ERLE, 7 是 三 点 转移 函数 族 ， 如 果 对 
[ExRFOG.D0.0«G. b, BES, 有 
PIX(s + h,t 4-8) € BIS) 
= PGQGA E LXOG OD X Gag + EAG + hp, B». 
(16.1) 
则 (7.10 Bese. JEDER. 
ik KEARSE PDA A EEMS. THU, AER. B 


85.4 窜 过 去 马 氏 过 程 的 强 马 氏 性 


ETI =T} U {(00,00}}, 
5.17 X. FAKES. 2 PEP RARAPTIN 
EHLE H = (7 D. BRR 
(OH x 2€. 2 € TY. (17.1) 
弱 停 点 五 PRISES REL. 如 果 存 在 上 升 的 弱 停 点 列 Ha nl, 使 
H,5H. WE H0) 上 有 


Hc HN n. (17. 2) 
SS PAH] Ro, BORER BT AY Ay. nl. dE 
EH] cU tH. 3 (17.3) 


» 96+ 


EP EA] —i1GlG).2),o € 0) 2H WA. 5819 5x FI RAS 
绝 不 可 及 点 ,如 Y BRAA CHINIA] ARR. 
PUT = HO = 0. 

SABE A. SRNR. SRR A, SHER ROT 
及 点 的 集合 ， 分别 记 为 OC. Sw? 107. BRAT CO. it 
HES. SPa Fh, Fao V LEX. SL 2. 

满足 T CACO MRE. AHH LOSS PE UAR 今后 , 当 
H € © B XCD tai XCD ate) + 

KP = (PG4QOA1 G0 eT}, id 


Püs,aix,y.m,[2) = [FD P G.rix yz db) f € bE. 


(17. 4) 

5.185E X. UL X JE REA UD RM. AGTH) 三 点 转移 函 
数 族 A.) TA —RÀiB[.ubt—cbW X LP LA Tem. 
AWE: 记 = =H+e. 

CG) oh. AWE: Y He o.0-— € TigH XOH 4+ DE 
FX) XH OD XGQ ADH € Sg. 

Gi) 38.4 DRH: V HEA, febe, 0<2ET., A 

E(fLXH + z) fuc | a} 


= PeX (H, XH OQ 2) XCO Ho) folge. (18-1) 


PRX 为 宽 过 去 强 o 马 氏 过 程 . 
s.19] DOXA Se 同 定义 5.18 开 头 ， 设 还 满足 ; 记 z= 
ff-+e2z, 


(i) d ov BI IE; VH € 0 z OTL A XCH DE 
FX +) XTC @ 22. ] X(@QH) +14 € ny. 
Gi) HRA ee RPE: V HEH, JELE, 0cz€T5, 有 
EQ FLX UE z2 Jare b ne? 
= Piz; X(N +) X(T O 2) +] X[(€z69 HD +l, 
f » 97e 


JM ass. (19.1) 
TR X ARALARA A Kum. 

5.2008 X. “” 设 怠 是 宽 过 去 马 氏 过 程 ,有 三 点 转移 函数 族 P. 
MOT RÀ wt HEALER X PILPG 一 A. LAA 
限 ( 对 = © A AEX) = X(z)). 设 还 满足 : 记 x 一 五 十 =， 

Gi) BA ME VE 7,2 ET. A X(H+20E€ F, 


X(H—) X[(H @2)-). X[@@ ED— 119 € FF. 
Gi) MA -A ORE, VHCOU. JEbd, OczcT^, 有 
E(FLXGI 十 z) aei! 


= P(z;X(H—),X((H Q z)— ,XLGGO H)—], 

FH aeu (20.1) 
Yn X AAKA A BRE. 

5.213 R=", RNR RA) 马 氏 过 程 的 概 
E. 注意 ， 此 时 定义 5.18 O PRE “XH +z) €." BRE, 
WES&TAKG "XOD EFi” p. 取 -如 一 多 * 我 们 得 宽 过 去 
3a npe GAZTE SRR. AMELETA 
《 强 左 可 及 ) 马 氏 过 程 和 宽 过 去 强 绝 不 可 及 ( 强 左 不 可 及 ) 马 氏 过 
B., 对 于 前 者 , RCH, MFRS. BR .到 一 有 V RÀ. 

关于 iF o ER) APN. BRT. BAR, aH 
可 及 时 的 集 台 分 别 记 为 CL, P1, wt, 7 1. 在 定义 5.19 中 , 取 
MPi, Pi, C3, TL RATE AA. RUE RTL, 
强 右 可 及 ， 强 右 绝 不 可 及 马 氏 过 程 . 

5.2237 X, if CE. A 是 拓扑 可 测 空间 . 称 三 点 转移 函数 族 
5 EH Feller 的 ,如 对 任意 连续 函数 Cos. 由 17.4) 确定 的 
Pha, XI yr zx， PEG, ys = 的 连续 函数 ， 宽 过 去 马 氏 
eX 称 为 拟 Feller du. MARX B8 — d $6 £5 RRR . 是 拟 
Feller 的 ， 

下 面 的 引 理 明显 . 

5.23 5|32 HAX = {X(tz) ,zx € R) AER. WW v € 

. o8 « 


R3 Bil Ze RX EX E ZRD x .5 A PR ERE OD 
E.X BOR?) x FIAR. AX eR CC 可 测 性 . 
5. 24 定 理 ” 右 连续 拟 Feller TERE AIE O 马 氏 性 . 
证 WH = 02.8) € G 02. 要 证 (18.1) Har. 
不 难 让 明 ,(18. DOE XR -FA OY. S ELE SEV AC. SA. 
feb, 48 
[xar — 2) Une dP 


= [ecixap ,RH BE X GG) H), LeyeosdP. 
a 


(24. 1) 
HAREE, Ee a /Eb 证 明 上 式 即 可 . 
ua © (Cj — 13/2". 9/2]. @, = j/2" Mla = 00, 4a, = co. 
EPEN B.. & H, = 《an Ba) Ani. =A n (a, = APARTA = 
G/2). 易 知 AQi D € S£ 4 suse 利用 宽 过 去 马 氏 性 ， 
| IEX, + 2) Ugemd P 


一 ÍIecx an XH, O 2X GGD HO OL aad. 
A 


4 no. HX HSER. fA AES. ERA (24.1) 
AA: 由 X PARERE Feller f£, ERA WRF (O4. D A 
Fr. EX (24.1) 成 立 . I 

5.25 (0, 97, PO 完备 时 , 定理 5. 24 中 右 连续 条 件 可 减 
能 为 “几乎 一 切 轨 道 右 连续 ” 

下 面 三 个 定理 是 显然 的 . 

5.26 定 理 设 .H (a—1. 20 是 -WW 类 弱 停 点 集 , L.C oe. 
则 宽 过 去 强 〈 相 应 地 ， 强 左 ， 强 右 ) .各 ; 马 氏 过 程 必 是 宽 过 去 强 
(相应 地 ， 强 左 ， 强 右 ) AB EE. 

5. 27 定 理 VE X — (X GO,z € R41} 是 宽 过 去 马 氏 过 程 ,(E， 
H 是 距离 可 测 空间 . EX PILAE AEE RE Coe CC 
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c't. WX ARMA HSK =X ARAM RHE. 
Mik(F r CR) Giese, W| "—" mp "e—. 

5. 28 定 理 WX = (XGO,z € Ri) ARLAS IK SER ILE 
— Ui Sui TE Ri — A LAER. REC o Const v HE ouo 


z Ri igz=A+2.4 Xz) XU QA) wer, . WX 
有 宽 过 去 强 -如 DRS xX 有 宽 过 去 强 左 AY ORE. 

下 面 的 两 个 引 理 容 易 证 明 . 

5.2958 it M, Hee’. W 

C) H AF BW. 

Gi) MH, E. 

Gi) MVHCCO'. 

Civ) ACF iyu AC MEHYE FEANM= HE S, 
DER. 

s.309]EB tb M. HES, fEbS, V zC RS, XM Fx) € 
S, y 

FacaqEGLXOM + 2) Tw | F u) 
= Hai EU LXOM + 2) Maec |i} 

i HC€O' ACF , HiS H atoe H dE A FR 
fl. 
5.318 X REESE AES E RMR e X JR DIGSGRRIE 
和 强 绝 不 可 及 马 氏 过 程 . 

证 由 定理 5. 27， 只 需 证 明 充 分 性 , V H= ka 9) Edt, E 
F (H<) 能 唯一 地 表示 成 A 5j B 的 不 交 并 ,使 得 HH 二 (aas 
BA) Es, Ha— (ag, pny EFt, CEREUH E —[DHAS + 
i Hed. 

先 证 强 可 油性 . V cE RÀ, DES, 由 强 可 及 可 测 性 和 强 绝 不 
可 及 可 测 性 ， 利 用 引 理 5- 29 得 

(XXIH)€D,H < co} 
= (XGD€D,H = Hs oo) + QXGODCD, 
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H = Hy < 20} 
= (X(H,) € DH, < oH = Ha) {XH) € D, 
He < oH = Hy € Fh. 
3E (UE LX CH 093) € DH < co) Hl (X GOD H) € D, H «oc HJ 
C. RO i— H +2. 


ARGE. Cbd, 20, did eac Hitz, 2 a 一 Hs 
+2. FHS/FE5. 29705. 30， 强 可 六 马 氏 性 各 强 弧 不 可 及 马 氏 性 ,有 
EQ SLX CE + 2) M oA) 
= Teen EUCXOI + 2) we {FH} 
+ dPa-spEULXGOI + Mas 8! 
= EUSLXCA, + 2) Vian place) A 
+ EVIL XA, + Yor nd ocd a.) 


= Iau P(252CHa) X GL O 24), 
X G4 O HY JH ai en 
TH acaso P(e) X CHa) X CHa O za), 
XGs © Had Saco 


= Py XH), XH G 2), X GG) HY arcs. E 
类 似 于 定理 5. 31， 我 们 可 以 证 明 
5.3223 为 宽 过 去 强 右 马 氏 过 程 XK BANDERA 
可 及 和 强 右 钨 不 可 及 马 迁 过 程 . 


$5.5 化 为 单 参数 情形 


本 节 指 出 : 对 可 列 五 和 参数 了 4 = 一 2 的 情形 ， 规 则 袜 过 去 马 
氏 过 程 可 看 作 单 参数 马 氏 过 程 ， 只 是 状态 空间 诠 得 复杂 了 . 
5. 33 假 设 E 有 限 或 可 列 无 限 ， 有 离散 拓 拉 、 仿 
N == EU = (90+) 9 ZEB (33. 1) 
- 101 - 


EA LRU. 2 EHER o 域 记 为 名， 可 测 空 间 (0， 
F) 称 为 典型 空间 ， Ui (2. 5» 上 的 概率 测度 金 体 ， 
任 给 PCE. ABM EAE 7 = {onn (m,n) € ZL) E 
XE (2, F, PO E. 了 的 有 限 维 分布 族 可 由 ?了 在 A EA EU RA 
布 及 ?的 三 点 转移 国 数 族 F PERE: 
Piu.) 一) 
= Pinte.d) = to, 0 Sw x m.9gO0,v) = tp OR om n] 
* LL {1 2%, = ialla — lew — 1) 


a=ł vel 


— qois —1,v) = E, iso gu, v -D= fiib. 


(33.22 
令 
Z, = f (usu); (uw) © Zi uAv =n), — E^, 
(33. 3) 
WAR 
z; = ÜZ, n= [7 a. (33. 4) 
作 Z, 到 整数 集 Z 的 一 一 映射 a: 
pluv) =u— vs Gsv) € Z.. (33. 5) 


fk EZE? 的 一 一 映射 po: 
n, Cuv) OE Ku (uv? € Z,. 
(33. 6) 
BR, ER p MY 下 , 可 将 Z。 与 Z 看 作 同一 集合 , BO, 5j E" 
看 作 同 一 空间 , 4. RÀ. EE 的 同 构 上 映射 . E? EHER o 域 记 为 
5g, 
考虑 CE’, S8») 的 可 列 维 乘积 空间 ( GED?.,. Bs), FELL 
客 记 其 上 的 概率 测度 全 体 . VPEe, GEB, n€Z., IKR, 
4 
P(GS m. € (EIV © Gu © Gi) 
= POS. € 60:5, € Pa (G1) PLLLPLM c En (Grd). 
(33. 7) 
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BUB. 5h. HEM (33.6). 由 乘积 概率 空间 的 知识 不 难 看 
th, (33.7) 建立 了 笃 与 容 之 癌 的 一 一 对 应 ， 对 任意 PCS, 在 
概率 空间 ( (ED. B, P» b. Oh. 2n€Z,) 是 单 参 数 随 机 
过 程 ， 参数 集 是 Z,. RISE E. 
5. 34 定 理 iR PCS. (OG Gn, n): Onn) EZ) BO, F, 
P) 上 的 宽 过 去 马 氏 过 程 , RASS. EA Pug: (33.7) 定义 
PERM. (Fe n€Z,) 由 3.60 EM. M Gh. n€Z.) 是 
概率 空间 ( CETY*. B+, P) 上 的 单 参数 马 氏 过 程 ， 状 态 空间 
是 EE 
证 iin, uCZ,. neu. 9€ E', GEA, HÉA 
G = (v€ E vk) =i, — PEEL ELIE FE. 
(34.1) 


“> 


P(,2,5,G) = P hit € A, € V (OG [9 
= g6 G3) = Pi» € 0nn.n-c-b-i0sx:kz 
Rin h.n) = 4,0 x hh s sn) 
= We — D, Qu) € Zu) (34. 2) 
HFC EE ARRE. AA gr CO 是 7? 的 有 限 维 柱 集 ， 由 
Kolmogorov 定理 ,国定 us n€ Z4 . un 9€ E^. PG, nn, +) A 
Lash CE", B) 上 的 测度 . Be u, nCZ.. u<in RBM 
(34. D WG, Plu, -, n, Go EIM SMR. 因此 , Piu, 9. 
ni G) Ct, n€ Z,, wsn. VEE’, GEA) WE (E. 8) 上 的 
转移 概率 旋 . 最 后 只 需 证 明 : V GC. ux. 7 
Ph EG =) = Pu, gn, G), (34. 3) 
假定 G 有 形式 (Ga. D. We (33. D 有 
Po, € G|[9, = 9) = P= O92 EN. 


9. € GG D, = PO}, (34. 4) 
以 而 由 (34. 2) 得 (34. D. 对 一 般 的 GE 58, 傅 应 用 Kolmogorov 
定理 知 (35. 3) 成 立 . [| 


上 上述 定 理 指出 了 两 参数 宽 过 去 马 氏 过 程 与 单 参数 马 氏 过 程 间 
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的 联系 ， 因 此 ， 两 参数 宽 过 去 马 氏 过 程 的 某 些 问题 可 以 化 为 单 参 
数 马 氏 过 程 的 相应 问题 . 下 面 举 一 例 说 明 . 
5. 35 例 ”考虑 时 间 齐 次 的 蕊 氏 过 程 Psv), v) € Zi. 
记 uw = Ce), 
PO .j aor) = POR, = rite Uo jh = RY, 


(35.1) 
则 过 程 的 有 限 维 分 布 公式 (33 20 成 为 
PO. =insI Semoun) 
= POM, 一 tO Lu =m, 
Bow ie sO Sv s DE LP PGi ste entre ste) 
wm] ove] 
(35. 2) 


此 时 相应 于 定理 中 的 过 程 Jo neZ) 是 单 参数 时 间 齐 次 马 氏 过 
程 ， 其 转移 概率 族 是 
P(u,gn,G) = Pin — u,9,G) 
= Pig = hemor) EQ, 
Yan € PAG) |p = Ge OD uan Bw. (35. 3) 
sorb GED. Sn—-u=1, ARGH GAD HARARE $ 
PG) = P.9,G) = Pig E Riha = ta, 
OX Ax Laan = tO SA Ks yv,0) = Fw) 700.2) 
= Ft vt E Z), (35. 4) 
FRAICHE. PQ. ORAL E RABAT KA dg 
Eo. Bg G € BPC. EAU en E o (POI. G9 € EG 
CB) REGE 58). bee RRR. Mn € ZL) EAPC, 
为 一 步 转 称 概 率 的 单 参数 时 齐 马 氏 过 程 . 
CE’, B) 上 的 概率 测度 x(*) 称 为 UL 2 EZ.) 的 平稳 分 布 ， 
MEVGER,. A 
[Pa.onap = x(G). (35. 5) 
特别 ， 如 果 避 是 形 如 G4. D 的 集合 ， 上 式 成 为 
« 10d « 


N zxiv€ E w S= has — i likas 


aa 
j € E Cb lgart] 


t-i 
* Pj. 1 A T PÓl.1.j3 4-:15J-a-z* Ja 
aod 


» 1 
foa. * [| PCr ish perder) 
eau 


= niy E EF avl) = ip d ks. (35.6) 
于 是 我 们 得 到 两 参数 宽 过 去 时 齐 马 氏 过 程 平稳 分 布 的 定义 : 

5.3632 X. if Ug. Gn, m ECZ) 是 两 参数 宽 过 去 时 齐 马 
氏 过 程 , <() 是 GET. @) 上 的 概率 测度 ,如 果 对 任意 !，*EZ，， 
LEE, LSAs, (35.60 Rat, PrO Ru. Gn. 2) € 
Zi} 的 平稳 分 布 . 


§ 5.6 在 梯形 域 上 的 预测 


Bx. B= [n.n] XEF OB 的 转移 概率 有 如 下 结 
5. 37 定 理 ” 设 XX 是 宽 将 来 马 氏 过 程 , z 芒 B， 当 exe ede, 
时 ， v é € aX) , 有 


EIEL SAB)} = ELE|X C252]. (37.1) 

其 中 ,zt 基 ob 上 到 点 HR A. 
证 ” 当 > 所 =: 时 ， zo=2,H ER. Xf D—-B, © z sha Ae 
理 3. TH (S. (37.1). Z4 zz itt, A BCR > Xp D = (x) TE zb 


利用 定理 3. ? 便 得 证 (37. 1. i 
5.38 注 ”从 定理 5. 37 的 证 明 看 出 , BES. 3789 BRAT GE 
广 为 更 一 般 的 区 域 . 


5.39M PRP AHA (UL 8 1.2) 为 简单 折线 ， 如 果 
它 由 有 限 或 可 列 多 条 平行 于 坐标 轴 之 一 的 直线 段 组 成 ， 而 且 在 任 
意 R. 内 只 有 有 限 多 条 直线 段 ， 由 坐标 轴 如 和 和 简单 折线 工 围 成 的 
闭 区 域 称 为 梯形 域 ， 记 为 Eo, L] 

关于 梯形 域 的 转移 概率 ， 有 如 下 定理 . 
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5.4002 WX= (XGO, € Ri} 是 宽 过 去 马 氏 过 程 ,z 为 
BOUES K- (0. L] FHAE— A. oa We 在 I 上 的 水 平和 
TERE., Ejs ttt. Be 为 位 于 zo 和 zne Z EIR L 的 和 角 点 ， RARE 
图 3. 


i 
| zs ta , 
[e] 
图 3 
WESE, A 
ELALXG@) UF (K)} 
= EL SLX Cz) |X Cx) X G0 a XGm, 52). (40. 13 


证 不 妨 设 4 二 3, 对 一 般 的 不 难 用 归纳 法 证 明 . UK) 
Doel Xz); te +X (z,) | = F, 故 为 证 (40. 1), REJE 
EUX (OJIK) € F (40. 2) 


如 图 3, 过 zx 作 水 平 直 线 与 过 z BARRE oH AUK) 
CAM, 利用 蕊 在 xz 处 的 宽 过 去 马 氏 性 ， 得 


EUTLX GO] FRY} 


= ELEGTX GO ]] 972) 0C ] 
* 106+ 


= EiECXGO]I X lz) X GO X D | FAK). 
(4D. 32 


BHE (40.2), ABBE: Vio f feb. A 


ELAXGOTAUXGOA'LXGO]I HR} € s. 
(40. 4) 
因 zo ELEK, ERAH ET AUXGOTAEUX GA] 可 自 条 件 期 
BAA, LAS OE © 可 测 ， 故 问题 化 为 证 明 


E{f (Xz) ] CORO) € E, (40. 5) 


由 于 UO COE. EE AX 的 宽 过 去 马 氏 性 ， 得 


EUX (xy) 3| FR) } 
= EES EX Gy NWF 2) | FR} 
= BVP ITM Ce |X (2.96% (2), X GU) € F. a 


5. 41 定 理 ”假设 及 记 导 同 定 理 5. 40, 设 XX 的 三 点 转移 函数 族 P 
= (PG,0:0,0) « G,D € RY). 则 YEE ECo sci xn FD, 
BEE, 有 

PiX(z) € B|X(Gz) — &£,0s i n 1) 


= [Poss — Suet, T tacet, Ad) 
E 
. [pe Sata 3 一 ET pad a 
E 


. [Pesan — Fafa —7 TS srd) 
E 


* Piss — 5,2 — £544 E, B). (41.13 
证 Ri = 3. Xz] = PX) € BIXGO-&, 
A(z) = €, Xa Oj, pE be, = oi Xz), Oi <4). 
KI PUX(2) € BIX(z) = 8,0 rx db) 
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= PIX) € BLS} [reps wees 
= E(P[X(z) € Bp; see ESERE 
= E(P[Xéz) € B|X te) X J X JE} | xy ot ogia 
= EA Xene} | xs = osea (41.2) 
在 最 后 的 条 件 期 望 中 插入 杀 件 S72 56, Dr Emfbs (8 LA 
EX GOJ E= E(g XG ) ] X 0 X GO X G2) 
代入 (41.2) PR ULD 左 方 等 于 
Eig XG'0]iXGO = &.XG0 = Fraley) = &} 


= [eo PG. 一 Szeto — fart sé | 


& 
= [Pos 一 81 sk 一 Ln TENER BP (s, — s sts 
E 


一 £45 6,, £,  £, d). ü 


$5.7 样本 函数 的 有 界 性 


5.42338 WX = {XX(z), z € Ri) 是 可 分 的 # 马 氏 过 程 ， 
HHA CGU, 2, 8). PU a L9 MS (10) 是 由 
(8. 3) (8.4) EH BS WE BR, ont, eom um. R 
E: VERC C BRL) Rr>o& l 


Sup. PUG,a,C) — Ô, n+ co. (42. 15 
(ETETE Ly 

sup P?(tx,C)— 0, n+ co, (42. 2) 
Gur MEA, 


FEB A, -—(GsoDi)0svssr.xl 2 nt. ALB een, 
对 任意 CRL—-A. XER LAK. 
证 用 反 证 法 . RE r> Oo, 00. 使 
P(X dE Ren 上 无 界 } 一 6 > 0. 
THOM 0 Xla, d=l, <, m. b= 
1, wr ns $=l, 2. eM, > . 
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B= (A, ALIX Ga) | = RJ} LX Gets) <b] 
NM DIXG.6) >k], 
Bi =N LX,7)| <A] ALX rdl >a]. (42.4) 
Sut SRAR CC. A 
[XG yr EC] 
= [Geo € C1 Â AEX] s &J 


cnoccnocnczc 


U 


[Xo €C]n [U Ú B4) | 


A ALIX] <A), 


oo 


[EX ern € cin (U UB) | 
(UB) U [AUXG <a] T 
Å AEIX Geo jj 

[Xti,P € CIN ( D 5s | 

(5 Ua 

fAEIX Gon <a} } 

A AEX G| « &1j 


re e cin ( 


In B. N EIXG 2| <41). 


分 别 由 1 马 氏 性 和 2 马 氏 性 可 得 
PIX er ECIN By) = f Pre- se XGon.OdP 


< 


sup P(s.27.C)PCB. 


tee Au 


PISO (|XGard| s a1) 


(42. 3) 


(42.5) 


(42. 6) 
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= | PRO — ta X (oust). a DaP 


S SUD ， P*r[— q.q DPI. (42. 7) 
利用 定理 条 件 ， 取 9 充分 大 使 得 
sup P'"(s,z,C5 < È, (42. 8) 


ETEF PE A,, 
BUR & RAK, 使 
sup PG, e [~ gah < 2. (42. 9) 


mane dy 
Sana, PIRR moo, n=, ( 5, ty): lism, 
l&jXn) FQN Rew» WH (42.50 可 得 

PiXir,rDcc) 


P(X € qe € Run NA+ 05 T - POGD 
8 1,6 人 
ao 8 十 玫 十 玫 一 1 一 了 
(42.9) 
注意 上 式 不 依赖 于 C 的 选取 ,这 与 和 (rr] JEFE EE a - 
| 


$5.8 样本 函数 的 灯 函 数 性 和 阶梯 性 


BC, SP RAAI. 由 它 可 确定 族 2? = {Plyty t 
zB),y € Ri,0«z€ R E E,BC £4) ll Fil y = Qv). 
如 = = (s. € Ri Ag F 

下 (CE 十 5 十 他 ,BY 
= [Pre zdp Pa sam] PGaiz nt B. (42-10) 
in z € Ag m (0j, 4 
PGG v) iQ, v + t), B) = P, B) t > 0, 
(42.119 


* Tide 


PQ UD). xx + sv), D) = Pisz, Bs > 0. 
(42. 12) 
Bn. 晨 齐 次 的 单 点 转移 函数 族 . 
WX = (Xehe e Ey RA COP! HF) X E 
规则 * Et Be. 
5.433] i X = (X(z),2 € Ri} BHA CX 97,0) 
过 程 . 则 固定 zo € Rh— A.B € PMP Ce X (2) iz B) € RJ 


ELF, gh. 
证 由 六 的 规则 性 和 单 点 马 氏 性 易 得 
PG,XG) zB) = PIX p) € BIF SQ. 
由 此 得 证 结论 . | 
5.448|98 WU X = IXGO,z € RA) 完全 可 分 . 则 存在 两 个 可 
TEQ. Q., QNQS D, WEE ER. Qi CHAM, QD 
中 最 多 有 一 个 点 在 过 UK GIRE., BA) 直线 上 . 


* lii* 


证 E. ORR PN REESE AA a. tee 为 无 理 数 ， 从 而 形成 
—P RAR SOUS ERS Ot PROB A= ( (2 jin 
为 非 负 整数 ; 为 整数 }. S OH ARRE S sOr 的 第 一 象限 
上 所 得 的 点 集 ， 往 证 QE EER. 

用 反 证 法 ， 不 妨 设 经 过 zo Ri OR sOQr 中 ) 的 水 平 线 上 存在 
4 中 的 两 个 点 Zr. 由 AE XA, FEA zE A ff ziza | Zeza. 
而 由 A WEE plr szi) pns m 均 是 有 理 数 , 故 olr, 
z/p(,.2,) WEAR KS ole, 2) / ele, 2,2 — tee 为 无 理 数 
TET IB. 

E s'Ot BEA AS A = (G2775,j2 70). m 为 非 负 整数 ,i， 
5 为 非 零 整 数 )}， 4 是 无 理 数 ， 将 4 限制 在 原 坐 标 系 sOz 的 第 一 象 
限 上 所 得 的 点 集 为 Q@, AANU, AHTI QER, 
可 证 人 @; 满 足 引 理 要 求 . | 

5.45032 ib X BSH (SA, P,P) 马 氏 过 程 .如 果 存 
dE O «xz, = Castades, M + 00,8, 4 + oo RTE RE SIRE BS n X BY 
JLF- WEAR BE R 中 有 界 , 且 存在 Bs € BCR!) sm = 1,2, 
-fE 

G) 固定 m Bt, Pai BL) RF G 连续 ,> € R or E 

R, 

Gi) 任 给 z€ R o n n € E, Axe, HPE Rk., EPO, x: 
za Be PG Ta x, BD. 

Wii XtJL3E--U] «e € O MER: € R XER TRR 
X;GOCO xi s 4) TETE BD X C* o ETT eR. 如 果冻 完全 可 分 ,此 
Bf X (2,0) AST. X G,o),i = 12,:3.4, zm —. 

证 Bn BEES Be QU. 5] BE 5.43 A, CPG X GO ; 
zB) F oz € R.) BR. VE QUERENS DLE. RA QI 
R, EIE XG), ER, AUDEN, 也 是 新 过 程 的 例外 集 . 取 
D — Qf R. ,由 定理 2.25, 注 意 ,m 一 1,2,… 是 可 数 序 列 , 故 存 
在 零 概 率 集 Nfl w & Ny OER € R}, Bm = 1.25". 
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z € RN RN Qo. H x — z BY ATARI 
limP (z X (z);z, B3). (45. 1) 
Mi=1. 2.3, 4 均 存在 . 又 依 定理 假设 , 存在 零 概率 集 N: EM 
o& Nl], XLz,w) ER, 上 有 界 .入 证:w & No UN, U N: REUS 
任意 x € R.A X; Gon (1 xi «D WA. 
FARR HERRGEHH. RFE og M UN UN Re € Ref 
X Go) 不 存在 ;: 介 可 找到 点 出 = OLIO € QUG ,2 一 Zo; 使 
a, = limX Ceirw) # limX (2t,e) = a, AX ER, EUR HEAT, 
— eo «La, ,a, 所 十 oo. Hi FY APE PY PRB Ge LE QM RO 
Q. Czad s te D tof = 1,2. BB Ba, = im X[ Gi vi e] E 
Jim X[k v.e] = as. HRO LE m = 1,2,…, 有 
Jim Pai vid, X[Gd vi e]:z. Br) 
= P(25.4,)32,,B"), f 
m PRUD XL kvi) v] iz, Ba) 
= Pleesa252.9 Ba)» 
于 是 由 (45.10 有 
P gsti Zes Ba) = Peg Ge 21+ Be). 
WAG Fe. BREL 35 e & NUN, UN。 时 ,对 任意 = € RT 
BEER X; e C1 xr SAE. LRP EN,U N U N: ÆR 
固定 n BAM. A A UA Ba & AM RHER e € 
RY OAT Xe. Sra) 存在。 
BEX RWS. SES. 44 中 的 两 个 互 不 相交 的 可 分 集 @@,， 
和 ,注意 到 碟 的 儿 乎 一 切 样本 男 数 ,四 个 极限 Xe en (PRO 
存在 ,再 由 引 理 5. 44 及 可 分 性 不 难 证 明 : 对 几乎 一 切 w € QE 
E zc RL.XG.u BSF X900 x6 x4)2I—. a 
5.4633 PRR X = (X GO z € Ri} 在 Ri 上 是 逐 块 常 
HAJ, REE SH HOH «ies Ha OH te, 
ex, = b. FFD zy = Gets REEL MeO Sir —1,08 
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j*q-— LEME € CE DS Xz) = Ci. 如 果 每 个 
Xie 还 等 于 诸 灯 极限 X. GLO (LR DA) Z—. EX (ERG 上 
阶梯 的 . GREE a, 4 + oo.5,* + oo EXT REI eX ER SE 
FETE A ELS a BB AY) ROX FER A BR a. 

5.47 定 理 IX = Xio. € Ri) BSH, DP) x OE 
过 程 , 设 五 可 列 . 如 果 存 在 z, = (5,,.2,2,5,4 + 00.4, A + 00, EXT 
任意 夯 定 的 =,X 的 几乎 一 切 样本 函数 在 R,. PAH. A. 

G) Ghi, j 固定 时 , Plz ,i;z, D X Tz € R 连续 . 

Gi) ERER o iri, WHEICE, f 

Pizia p A Pd. 

则 对 几乎 一 切 e€ Q. X ER EXER TB. WRX CaS 
可 分 的 ， 则 X 必 是 阶梯 的 . 

证 明 时 和 需 注 意 E 有 离散 拓扑 ， 赂 . 


$5.9 样本 函数 的 连续 性 


RL X, z= Coots) € REA > 0,9 
Pa = Up PAXE ch.) — KG | 22€), 
PE(h) = | sup POX Gost +A) — X (s0) >). 
5.48: HB WX = [Xz € Ray) EY, S, DP + 


RULE X ZEA, LE BEA ET ER EL. 如 果 对 和 任意 
> 0,B eo = (5.55 € Row Pi (A) 一 ath). Pith) = o(h),h 


— 0, 00) X Hy JLT FE 2 | OE Hc. 
证 ”对 任意 © Riv A nPI | = 0), APT 一 
ofl), n — oo fir uf ECT] GOD? I Ceo} ,使 


1 i| ms | Cx) 
Son GP; ni(i) M > 


1 
Dror sl ses eo, (48. 1) 
id 
= 了。 


PO» vd k i k— 1 £3l 1 
Asse =U ez x| n gelb 
Li jai lyst È (i RI 
al Za - (|x! Lp X: 


- x[-E 14) 
cru 


LGP -| 


向 理 ， 
TM mu | 1 1 
Pl Adon |Z d l< nb (je Phe | agrees 
其 中 x HIER, i fel, ce. 2—1. RH (48. 1) p Borel- 
Cantalli 引 理 得 


P| im Alal deve] |= 0. 


Laem -i 


P] lim Aka 6] |= 9. 


# y= d en 
记 lon i e Gn si e 分 别 为 上 面 两 个 零 概率 集 的 补 集 ， 并 记 
Ce) = (On i.e) ,a — 1.2, 


Q,CG) = QD f) EE h = 04. =) 

En PAX) = 1. EUS[8 5. 44 中 的 可 分 集 忆 Qu OUR PEE PU 
外 集 为 NUN, ETE + 24 eu c 2, n NI n N; n 如 时 ,了 tw) TE Ra. 
上 连续 ,其 中 ,B= {wW z E Rao SRR Xe WSIS 4) Fy 
TE}. 

E: H zo € (6s.2):(00) << GOD <0 1,1} Ot Xen, 
e x ia 相等. 

由 AoA X. 可 找到 :Cry mGO E, 60 he CO rf 
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00277"? —a< i. 


r 
Qus HO BO) o he ul, 


nir) n 


"n ie"? | „w |— x| 


# 


RC 
nir) 


[x[ seo) eJ i. 
r=1, 23, = 


这 样 , FR ERE T PAT (Ciste) to (O87 te) E si mss — os — 
Sy tt, — to 十 , 且 有 
[XL(s!,2,),@] — XE) w] > 0, 27 co. 
所 以 X, Craw) = X;Ga e). [8] EE ERE Xie. Si 4) 相等 ， 
记 其 共同 的 值 为 a 
因 Q.D Qi OS, zo 不 能 同时 属于 态 和 Qs. 由 引 理 5. 44 及 可 分 
TERI X Gau) = a MIHE E> ORE > 0, fS 07 Is — s dl 
8,0 « |t — t| Cee = Go, 
[X z,0) — X(zo 22] «€. 
而 当 z € {Csi — 6 «sx sg H E) U (std iz; — O Lf, 
+e) 时 , 因 z 不 同时 属于 Qi, 和 总 *, 再 由 引 理 5. 44 及 可 分 性 知 ， 
|X(z,a) 一 X(z,,@)| Se. APY X FEAL z, 连续. 
对 于 其 它 药 点 zo E Ran 证 明 类 似 . a 
对 于 * 马 氏 过 程 ,定理 5. APAR PEA DUE Bm BK. 
为 此 ， 我 们 给 出 标准 * 马 氏 过 程 的 定义 . 
th HS EHS GI Re a RE P, BN, c5 按 
(8.3) (8.4) 确定, 并 且 Oo m Pt — Ae m ie = (5,4) 0, 
x E 五 . 设 sSso<le <a pde. mzg— 08.40. 0. € 
Ma 4% (8.1) 确定 测度 v=v., 但 其 中 的 P, PE PU, PRE. 
EA GR (7.3) 确定 ， 设 Po 是 集中 在 点 xz 的 概率 测度 5.， 按 
. G.D 右 方 确定 的 值 与 ,x AK, A'S? P) 唯一 确定 ， 
TA F625. By Gp € Mao). 
5.49% UL XEF, PS) + BRUTE. Mz = GIOI 
| lig 


Dr € 五 ,对 形 如 
A= (Xz) € By Gop € M, 
的 集合 , ERER PLAY BE Fns Bos Gd € Ma). 假 


定 集 函数 .可 唯一 地 扣 展 成 a 域 .多 RO =X) y max 


的 概率 测度 PCA) ,4 € SU D. RANEE X 为 标准 * 马 氏 过 
程 ， 

由 定理 5.12.24 CE 4) 是 紧 距 离 可 测 空 间 时 ,或 74 可 数 时 
CEA) 是 任意 订 测 空间 时 ,标准 的 (多! ,57, 5) x H5 EC ERR E 
FEH. 

s.softit X= (XGO,z € Ri) 是 完全 可 分 的 标准 x 马 
氏 过 程 , 有 « SRR RRS SD). Re X HILAR 
EAB TT RM. ER RE UE EE RM > 0,6 > 0,0 & (ste) S OM, 
M») Ep 

Sup, Pss as — E,X + E) = olh), h — 0, (50. 1) 


sup P^«G sr €x +H) = olh), h — 0, (50.2) 


则 多 的 几乎 一 切 样本 函数 连续 . 
证 Re. 


§ 5.10 样本 函数 在 固定 点 的 连续 性 


对 C21 .22*,52) 标准 * 马 氏 过 程 ， 先 叙述 儿 个 条 件 . 
5. 51 条 件 Here RU (re) = Cr er te). V(r,e) 
= R'— Ucr.e) iili: 
GW¥e>o.r ER 
Pis e, Yiz. E) — 0, s= 0+, (51. 1) 
P. IVO.) > 0, t~-oc, (51. 2) 
GD Bl SE vos. I e 0 PYG, e U 0 MP" Uy, 
€)» 均 美 于 (x,y} BT WI. 
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Gi E Gt) RY — ABE BUR) P" Gor, B) RF Gs, 
v) JE, P™ Gr, B) FOr) 连续 . 

Civ) 任 给 8 > 0. RE B € BOR). a) € R}, 45-0 
BPG, rU Cr, X por € BRKT E; L0 + Hf. 
Pa, UG ©) XT x€ B BUT. 

5.523038 i X ESS C975 .97,57) 标准 * BR 
iff. 条 件 5.5109 Gi Gib 成立. Hz, € RL 为 固定 点 .如 对 几乎 
“Ho XE Ss HIRE X Gon, Qszi s 4 HE. Wl X de 
zo 点 a. s. 连续. | 

证 WE xo Gosto) € Ri 一 加 时 , 诸 极 限 苹 (zo) B8 a. s. 
XE XQ = XQGQ.a.s.. 

FARR. TE e>0，6>0， 使 

PLN, Ga) — Xile | 2» 5e) 2 3d, (52.1) 
HA, RE RAE GS ORRE ACY PCD aS Ew EA 
BHEE WE — 9 s — sy OO a CRO xs! — sy 
HO! — Hh «0 FI 2 = Gun Ale = G'u Du Eg dX) 一 
X,Go, 9) | < E, |X Cr w) — X20) | x e, 由 

CX; C20) — X2€2,)| > 59 D CXC) — X(z,)| x89 

NX) — XiGOlI se COX) — X2] 2 39 


P(|XG) — XGOo| > 3e} 
D PiX. (e) — Xale) | > 56 
— PiC|XGz) — Xz) | 6 
U CIX Cz — Xale) | Deed} 2 38 — 8 = 26. 
Rese, Hotere. d 
1— 26> PUXEG' 0] — XGO| < 3e} 
2 | PIG! — s, XG) UO G0. 30)4P 
PG — s, XG)UOG GO 526) dP 
i 
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> [pre — 5, XY UX le, ,2 dP — à, 


a 
CE DS: E as TH 2,297 A 0 « ds ?时 ,有 
1 一 8 > [P*Cas X Ca) U Ot Gu) 26))4P. (52.2) 
it 


BRE OL Asp. bm dms —, HEAR Fatou 引 理 ,以 
RARE 5. 51 G0 CD 得 
1—232 lim [P"cAsX G),UOG (29), 20) P 
vn 
> | lim P cas X (2) U(X (2) 28) dP 
n7. 
fud 


= [eas x, (Cz) U(X, GO 200dP ， 52. 3 


a 
注意 上 式 不 依赖 于 as 的 选取 ， 令 Aet, WER SRS. 51 
CÓ AAR. W Xe.) = X, .a.s. APEI X; za. s. 3 
等 . 

运用 定理 5. 48 的 证 明 中 的 方法 ， 利 用 引 理 5. 44 和 可 分 性 ， 可 
ik X TERQCRAÁ-—AJÉa. 连续 的 . 

3$ x, € À, — (€0,00; Ht, BIZSULBEBH X TE zo a. s. 连续 . 

34 zy = (0,0) mi. ARGES. 44 和 和 可 分 性 , n] BERETS X 在 
(0, D) Has. Ett. ü 

5.533E3B RES. 52 中 的 条 件 5. 51 (D Gi) Gil) BOSE 
5.51 Gv), 定理 结论 仍 成 立 ， 

证 iE zo €R} — Am. Kle) a. 5. 相等 . 用 上 反 证 法 ,类 
似 于 定理 5.52 的 证 明 , 厅 妨 设 存在 3 > One > OR > 0 fih 
人 一 00 一 0 一 
7 BY. 

P(IX(z) — X(z')| zm 3e) « 86. (53. 1) 
SRM OO Six 4) 的 Gas. 存在 ,就 可 以 按 和 于 足够 太 的 有 界 
EBE ZRO RAB LAER A «9, S — 0 s s 0, 
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OZE l hE PUXGO € B} >e tZ b GO FE u, 
v.s :使 得 当 tr Ut + Firs my ML oH OW Ng uds LOSS de 
7 时 ,有 


P* (use U (238) >1— 9, — r€ B. 
再 由 标准 性 得 
PU XCGHv) — X lu + stv) j « 36) 
= Jere X G2) UX ev) 36) dP 
I" 


Ix Ps ,XCu,v02 U(XQu 920,350) )d P 
(Nia wie B) 
=; — 6) > 1 — 268, 
这 与 (53. 1) 3H 2F a. aK X C25) = X, (zg) ea. 8.. 3RET AE BH [sl cE 
FBS. 52. [| 


$5.11 在 马 氏 过 程 上 生长 马 氏 过 程 


一 般 来 说 ， 两 参数 马 氏 过 程 的 两 个 参数 ， 在 概率 地 位 上 是 不 
平等 的 、 例 3. 29 是 两 个 参数 的 地 位 不 平等 的 一 个 简单 的 例子 ， 两 
个 参数 的 概率 地 位 平等 的 最 典型 的 例子 是 Brown 单 和 Poisson 
A, 在 研究 两 参数 马 氏 过 程 时 ， 很 需要 比例 3. 29 更 复杂 、 更 上 典型 
的 ， 两 个 参数 的 概率 地 位 不 平等 的 过 程 . 本 节 构 造 了 一 种 此 类 型 
的 过 程 ,其 构造 思路 是 在 单 参数 马 氏 过 程 上 生长 单 参数 马 氏 过 程 . 
该 构造 方法 是 很 有 意义 的 ， 

本 节 中 ，Z+ 仍 是 非 负 整数 集 ，RR+ 仍 是 非 负 实数 集 ，5S ,一 Z， 
BRR), T.=Z.RR-, TH=S.XKTs. RH. T OAR. 
CE, &) 是 单 点 集 可 测 的 可 测 空间 .36(y) Xo 到 上 的 概率 测度 ， 
它 集 中 于 单 点 VEE, 

5.5466 YE (0,59 P) 是 概率 空间 ,在 其 上 定义 了 一 艇 齐 
次 的 单 参数 马 氏 过 程 Y 了 = (YG) ETU? = (UGS) s E Sh, 
EET y € E EDERSE PREGE, e) 假定 它们 是 相互 独立 
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.的 , 且 对 (2) € T. X EDU? 有 相同 的 齐 次 转移 函数 族 P. 一 
[P(s,z,B), € S.,2 € E,B € &) "B WIR eo), Bf. 

PUT = y} = 1. e (54.1) 
in 

Xis) = UI? G), 65.2) € T, (54. 2) 
FRE BRE X = (XGaGGD € T) 为 MM 类 过 程 . 进一步 ， 
如 果 Y 的 初始 分 布 为 A TKH wh BUR A P= (PG,y, B) we 
Tsy € E,B€ BX X Fry, P,P) 一 MM 类 过 程 ， 

Bub. MM 类 过 程 是 在 单 参 数 马 氏 计 程 上 生长 单 参数 马 开 
过 程 而 得 到 的 两 参数 过 程 ， 第 一 个 字母 M Ra “RM” SREY 
= {Y(t ET,}, 它 整个 地 放置 在 i 轴 {(0,2) ;it ET E 
说 ,是 将 随机 变量 了 (2) 放置 在 点 (0,t) b. 第 二 个 字母 M 表示 在 
“HRY 上 生长 的 “树林 ” 马 氏 过 程 ,在 (0,) 点 处 生长 出 从 了 ft) 出 
发 的 蕊 氏 过 程 , 它 放置 在 水 平 直 线 {(5,6) :s E S4) 上 ,确切 地 说 ， 
是 将 随机 变量 fs) 放置 在 点 (3,t) E. 

5. SS 定理 i$ CE,C) bo ANB ATMS REST = 
Z, X Z, NE.) BROWS. op CE Z0 上 的 概率 测度 他 
= {6(B).B € cd) ,以 及 两 个 齐 次 的 单 参数 转移 函数 族 疡 = (Pee, 
yE ET, yE E,BC d) $80 P —iPG,y,B)uscS,,»€ E, 
Be S) WERE (OF . P) RGEXdEK ENG, PLP 一 
MM Ætt X = {XG D, GD € 15. 

证 由 王 梓 坤 [1, 和 4.2, 定 理 2 及 注 2]. fS oU P fede 
S(O, FP) 及 定义 在 其 上 的 齐 次 马 氏 过 程 了 一 (Ys 
ET EL 为 初始 分 布 ,以 户 为 转移 函数 族 .对 y € ERE 
800 MP, TPES S(O, F P 及 定义 在 其 上 的 齐 次 马 氏 
EU’ = (0°) ES.) EU TO 为 初始 分 布 ,以 了 为 转 称 函 
数 族 . 

利用 作 狂 立 乘 积 空间 的 技巧 5( 王 梓 坤 L1,31.1, 引 理 2]. 
Q2, 57, P,) = (Q,,87,, P), F, P) = (BP) X 
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(2, 57, , P), TREO, F, P) 上 定义 相互 独立 的 随 


Ge T, XE 
HARY MU nET, HAY RRRA REKASA Ur 
zz 的 有 限 维 联合 分 布 相同 . 按 (54.2) SE XX G0, MX = (XG, 
D.G,D € T) REG Ê, P 一 MM 类 过 程 . M 
下 面 我 们 需要 应 用 定理 1. 39， 如 果 把 定理 1. 39 中 的 om. 
A, 分 别 地 理解 为 “过 去 ”“ 现 在 ”和 "将 来 ”wy V A VG 
分 别 地 理解 为 “过 去 加 现在 ”和 “现在 加 将 来 ” 则 定理 1. 39 的 直观 
意义 为 :如 果 “ 过 去 ”与 “现在 加 将 来 ”独立 , 则 在 “现在 ”的 条 件 下 ， 
“过 去 ”与 “将 来 ”独立 . 
按照 这 个 直观 的 理解 , 以 及 MM 类 过 程 的 构造 , 下面 的 两 个 
引 理 是 很 直观 的 ， 也 是 很 显然 的 . 
5.565|18 BLET Ax. ic 
@— oY, x ts). 
wt, = o0(UJG0:s € Syst Ctysy € E 
Wy = UT Gyis € S+}, 
则 
P(A, |, V €) = PCA,|#),A, € e, (56. 1) 
或 等 价 地 
Cos, |). (56. 2) 
5.579|38 A= lts s te} CTs. dd 
€ = c(Y CO: & H}, 
eR = etU?(s)is € Saat & H,.,y€ E), 
wi, = bP (ss € Set € Hj. 
则 (56.1) (56.2) 成 立 ， 
nET D = (0,026 Ty d <i), 
Po. ty); s€S,}, P-nUr.. 依照 MM 类 过 程 的 构造 ， 
容易 看 出 , X 在 折线 厂 上 是 单 参 数 马 氏 过 程 。 确切 好 说 ， 令 
L, = {ON € PE; = {to ss € Su 
L= L, dL. 
. 122° 


YU), Mie Ls; 
CO = eco m =t ts E Ly. 
wA FE 
$. 583| 理 C= (CCDO 16E L) 是 单 参 数 马 氏 过 程 . C 未 必 是 
FIRB. (C, = (CODO € L,) MC, = {CU € Lj RIK 
的 ， 分 别 有 齐 次 转移 函数 族 互 和 无. 
引 理 5. 58 还 可 以 加 强 . 记 增加 的 o 域 族 (4. LE LS 为 
AM QUIGO: CS, ,t ly € Eb, line € L. 
= oiX la, sa Esl AE = a tos E La 
(58.1) 
其 中 
LE = OY) Us) is € S,,t «to y € Ej. (58.2) 
5. 595| C s CODAE L) KF Le € Li BSR 
过 程 . 
wo 要 证 ; Sti, mC€L. i<m, BES, FA 
P{iCGn) € Bla) = PICO € BIC) — 59. D 
Wl AR. HS 
B= elC(QO uu x d), = {Clu u BL); 
- HU (Sis C Syt Sly E E, E L.. 
a me. € Sait Suy € ELME € La 
HER. ov,— 9 Vw, B MM BEM. or 53 A V ez: 独 
XL. 依 定理 1.39 和 引 理 5. 58, 有 Com o E 多 ), 从 而 得 证 (59. 19). 
| 
根据 MM 类 过 程 的 构造 ， 引 理 5. 59 还 可 以 推广 . 
5.605/H RAET + 
(ty —) = a {¥(5) Us) E Syst Story € E), 
(60. D 
A s +s) — ar (t, —) V af Xaste) sa Ks}, (60.2) 
Aj C,— {COLE LET XD E LO 是 齐 次 马 氏 过 程 ,转移 
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A kE P. 
证 仿 引 理 5.59 证 明 . E 
5. 615| ił Hin. t,o. n CT. & 
Ho) — oY Us C S & Hy CE}, 


(61. 1) 
ui (A ys) 
= (H —) V aiX(G t). X(a.t).a S 5}, 
(61. 2) 


则 对 A € e(XG t2. Xlat Jia Z0 5). 有 
P(A] x CH ,s)) = P(A|XG t) 7, X last) a ss] 
= P{A|X (st. XCs5,2,3}. (61. 3) 
WE 仿 引 理 5. 59 的 证 明 可 得 (61.3) 第 一 等 号 .为 证 第 二 等 
=, 只 需 说 明 单 参数 过 程 (RCO (€ S, } JE B E CE" 47) HER 
过 程 . xk BORG) = (OX. XGL CE" 7) BEES) Hn 
XB. 
Hab, SHU, G, y) €T. XE 是 独立 的 马 氏 过 程 ， 转 
移 函 数 为 PBT IE xz € ES RG zoom = UAG), 
SURG) MI RG x 2s € S.) ERF E PO 的 马 氏 
过 程 RARR PO, yya) X X B = [|] EG, 


a=] 
Bj,.sC Sia lyor’) € E',B, x x B, c £, 于 是 {Rts) = 
RG YQ). Ys € S.) PERATA) 的 马 氏 过 程 ， 
初始 分 布 为 CY GD YG) 的 分 布 ,转移 函数 为 PG, Crees 
ys) BX o X B,). E 
5.625| RB ts...) € T.B c &, H 


P(XG + ut v) € BIF,} 
= POXG t ut v) € BIY GO). (62. 1) 
其 中 
Fy = c(X(,0.G,b) s G.D) (62.2) 
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证 Sartu, 采用 记号 (65.1, WF, Coe Cor, 利 
Ri (E EE YE Sg, (52. D. 左 方 等 于 


E(P[CG, +s +) € Bl, UF a} 
= E(P[CG, + s — u) € BICGO]|I S.) 
= E(PG $+ uC, B| F a} 
= ELELP(s + u,CGD B) o, ]] 96.) 
= E(ELPG + u, C), BICO] F a). 


HECO = X(,0 是 多。 可 测 的 , 故 上 式 右 方 等 于 
E[P(G + uC) 8) ICG} 


一 [Pec dz)PG + uz, B), 


MW (62. D 而 方 等 于 
PIU (s + ud € B|YGO) 


= [Pc Ye» 4 PG +4) € B). 
E 


HX CG) SYG), PU +a) € B) = PG uz, B) (62. 1) 
成 立 ， 
5.533| 理 1 G.D.G 0 € T.B € e. Wl 
PixX(s +H ust +v) € B|X t), 
Xis, Hv), ACs + uut) 
= PG + ut + vo cBl|iX.-412) 
= Plu, XOt + vB). (63. 1} 
证 RIEZ TEEB, 24 =i Ho, E = oX) Xis, 
to) XG — u,£) . JU 5 C o, c HIR 5. 59, C63. 1) 左 方 等 于 
E(P[CG, + s+ u) € Bl jl) 
= EPC + s+ a € B|CG 4- 5] FE. {63. 2) 
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ER 49 C + 5) = XCsaty) Rc 可 测 的 ,上 式 等 千 
PIC, +s +u) € BIC, + 5)] 
= PAXG + uto € BIXtUs tot 
再 依 引 理 5. 58， 上 式 左 方 等 于 (63. 1) X. i 

下 面 研 究 MM 类 过 程 的 马 氏 性 . 

8.645238 — MM 类 过 程 总 具有 宽 过 去 马 氏 人 性 ,具有 齐 次 三 点 
转移 函数 族 , 其 相应 的 三 点 转移 通 数 是 ; WOE T0 (ew) 
E Tabe CE BES, 

P(s.t.%.034.6.¢;B) = Plu hb, B), (64.13 
证 ” 先 证 宽 过 去 马 氏 性 ， 即 要 证 


PUX€s + wt v) € BIS?) 
= POXG + ust v) 
€ BIX, Xis, Hv) Xs + ud), (64. 25 


其 中 


Ft = Xilaba Ls Eb (64.3) 
由 于 引 理 5. 63, REYE (64.2) ADAF Plu, XG. 27 v). 


B), 而 后 者 是 ZI 可 测 的 , 故 只 要 证 
PA, Xis +u, +u) € B) 


= [Pax +u, Hv), BdP. (64. 4) 
A 


对 AE 有 多; 成 立 ， 实 际 上 ， 只 需 证 对 
A= (X(a,,b) € B,A Pn), 
8, € 5 HE b; EL f.l md xxm. (84. 5) 
成 立即 可 . 
id tp =t +o ff Bids (60. 2). 易 知 (64. 5) PAYA E oer Cs + 
59.884. D 左 方 等 于 
PLA Ca +s +u) € B) 


一 [Pice. sw EB ,+s dP 


* 126+ 


= [rica sa € BIC +5)3dP 


= [Pon CU, + s),B)dP 


得 证 (64. 4). 
其 次 ， 要 证 明 由 (64.1) 确定 的 族 2 B= AE we RR. 
KT o5 的 齐 次 性 ， 韭 负 性 和 规范 性 的 证 明 荐 平凡 的 . 对 于 
(64.1), P 的 水 平 转移 性 成 为 
PG, + uzb, B) = [Pent doP luse, B). (4.6 


EFEX P8 Kolmogorov-Chapman 方程 ,因而 是 成 立 的 . 对 
于 (64.0), SH ERRBERN 
PG,b,B) = [P cura doP tust, B), 


M—Yae E ERB RWW. EA Piua, E) = 1. . P 
5.65538 MM 类 过 程 具 有 1 马 氏 性 . i 
证 要 证 ; b 5.64€ 5.,5u. HS lhet f CTL, BE 
4. ian, dj 


PU € B. sis n) 
= PiXG.t) € Hl isin|XG.).1 s ixDnuj. 


(65. 1) 
其 中 
S71 = e(X(a basi sb € T. (65. 2) 
由 于 (65.1) MAAR S^ 可 测 的 ， 故 只 要 证 明 
PKAD) = [P(D|@UH))aP. (65. 3) 


A 
对 4E P 成 立即 可 。 这 里 
D = (X(e.t) € Blin} 
C ciXCa.t2,] Stina Ss}, (72. 4) 
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CCH) = aX G) l Sign}, 
H = {tye stale (65.5) 
实际 上 ， 只 要 对 
A-—(X(a,b) € Cpl Sja m}, 
aj; s,5; € T,,C; € dle jtm. (65. 6) 
证 明 (65.3) 即 可 . 
引用 引 理 5, 61 的 记号 和 结论 . (65. 6) FAY A € ox (Hs). F 
是 由 引 理 5. 61, 
P(AD) = [Pi Di Gs) }aP 


= [Pipieaniar, 


”得 证 (65.3). | 
MM 类 过 程 是 否 还 具有 其 他 的 两 参数 马 氏 性 ? 
先 研 究 两 参数 单 点 马 氏 性 . 由 引 理 5. 62, 单 点 马 氏 性 等 价 于 : 
对 (st) € TO < (un € T,B€ SA 
PiXistut+tv) € BIYG)} 
= PiX(s +a, tv) € BLX(s,2)}. (65.7) 
mE PRE, BI Pis.y.B) = 1Ja(y) ,ss ES y ECE, BEF, 
Lo dé B Iz TERR C. 于 是 ,每 个 状态 y 都 是 吸收 的 ,从 而 U) 
一 y 对 一 切 s € S,. RX G,0 = UI?) = YO), Afi C65. D 
成 立 . 即 X 具有 单 点 马 氏 性 . 
反之 ,如 果 世 具有 单 点 马 氏 性 , 即 (65. 7) 成 立 ,P 是 否 退 化 ? 
答案 是 肯定 的 ， 
5.66 定 理 — (9, P ,TPO-MM 类 过 程 具有 单 点 马 代 性 的 充 要 条 
HEE P iB ik. 
证 E (65.7) Hor. 特别 地 , W Gv) = (0,00 NS XG, 
站 是 sf 了 YC} TRKI, FEE © BY ea e G0 y € Etg 可 能 依 
HEF G.00, IER UI? G) = XG.D = gY 0). EAE Fi») = 
PO G) € dy). 则 对 每 个 上 后 了 UR F,JUE—9UL y EE HUG) 
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= 20). Me) ESHA d o c OAH EBEBLI EH. 因此 ,对 
任意 上 E T, RUF, 几乎 一 切 y € E,U? = (UIG),s € SLE BR 
定性 的 过 程 ， 

{ETE Ph CCT A Oye, UT REDE. 显 
oe eae PED he Bh a BR. 4K GP P)-MM 类 过 程 的 构造 ， 
Ur JE7FAX BRO. ASKS ER P. ix RE LU? 是 独立 的 同 分 
布 过 程 . 而 独立 同 分 布 的 决定 性 过 程 必 是 常 值 过 程 , 故 UG) 一 
CCC 是 与 5 无 关 的 非 随机 值 ), 取 ;二 0, 知 C — y FEU) — y 


Xrs€ Si ATU 82r TK FERRE ER BUR P 退化 . a 
5.67572 (¢,.P,P)-MM 类 过 程 具有 宽 将 来 马 氏 性 的 充 要 
At F BAE. 


证 i P BAE. 往 证 X 育 宽 将 来 马 氏 性 ， El: 对 ESPEN 
t) € T,s es wee, Dt, B; € P, ix n EE 


P(XG.4) € Bil Si<n| Fy} 
= PXG) € Bal Si 
m.n|XG A sot ADO. Sin}, (67.1) 


其 中 Z, h (62.2) 确定 . 
HF FRI, RE UG) = y, XG.) = YG), 67. D 成 为 
P{D|N.} = P{D|M,}. (67. 2) 


其 中 
N, = e(Y (0.5 x D,.M, — e(Y G; A D,.1 xix n) 


D = iYG)O € Belsin? = D,D,, 
D, = {Y@) € Boi € Jii = 152, 
J, = st; b.e. = Ust zt. 


(67. 3) 
由 于 NN,,D; E€ olY(5) b mtb. 
P{D,D,|N,} = 10,P{D,IN,) 
= I5 P(D, IYG»j. (67. 4) 


由 于 MCN, Bk 
* 1295 


P(D,D,|M,) = E(PLD,D,|N,]|M} 
= E(t, PLD, |Y CO ]| Mj). (67.5) 
mR, = OM D,=2,D,6€M,=a{YG).1 Sim) Be 
(67. 4)€67. 5) HEF In, P tfi (67. 2) R. RI, A SMD, € 
M, — YQ). Y Ei € JM R67.) 右 方 等 于 (67.47 右 方 ,从 而 
(67. 20 成立. 定理 的 充分 性 得 证 ， 
今 设 五 非 退 化 . 依 定理 5. 66.X PAAR ABR. 而 宽 将 来 


马 氏 性 荀 含 单 点 马 氏 性 ,所 以 各 不 具有 宽 将 来 马 氏 性 . L 
5.68232 — (9, P,PO-MM 类 过 程 具有 2 马 氏 性 的 充 要 条 件 
Æ P iB tb. 


证 充分 性 设 互 退化 . 要 证 : Ms €S.,1Sicnwtwve 
T., BELZ Gi Ln A! =i X(a,b) a ET KG 


也 [和 CE 十 € Bol <i <n|F2} - 
= PiX ls tvo) € Bl: 
s na|XGi 的 (ss (68. 1) 
AF PGBA, d XG, D = YC), PBI: B= BBB, 
P(Y(t--w € BYW, be} 
= P(YG Tw c BIYG)}. (68. 2) 
因为 了 REGE. (68.2) ERLA. 
必要 性 if P EB. 依 定理 5. 67, X RECS ORDRE B IE TE. 
MAF? BR G= 1,2 列 含 宽 将 来 马 氏 性 ,而 依 定理 5.65 ,天 


具有 1 马 氏 性 . 所 以 ,X 不 具有 2 BRE. 
5. 69 定 理 — (4,P,P)-MM 类 过 程 具有 * 马 氏 过 程 的 充 要 条 
件 是 巨 退 化 . 


证 设 瑟 退化 . 由 定理 5. 6841, X A2BRH. 结合 定理 5. 65. 
X Ho i GR G = 1.2). i BREG = 1,2) 等 价 于 .* HEX 
tE. 
iP ER. 由 于 * 马 氏 性 等 价 于 宽 将 来 马 氏 性 并 北 含 单 点 
BR, Seems. 67， 久 不 具有 * BRE. | 
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5.70 总 结 it XÆ (Q,P,P) 一 MM 类 过 程 . 

GO X Bá€uESKS. HRB RRA (o4. 给 出 . 

Gi) X RALIS RH. 

Gi) fm PoR4b. 则 和 具有 单 点 马 氏 性 ，2 马 氏 性 ， 宽 将 来 
马 氏 性 ，* 马 氏 性 . 

Gv) 如 果 五 非 退化 , UX 不 具有 单 点 马 氏 性 ，2 蕊 氏 性 , 宽 
将 来 马 氏 性 ，* BRE. 
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第 Sa 


状态 可 列 的 两 参数 


三 点 转移 函数 族 


5 状态 可 列 的 三 点 转移 函数 族 


三 点 转移 汞 数 族 在 宽 这 去 怠 氏 这 程 和 * 号 氏 坟 程 中 起 着 非常 
重要 的 作用 ， 因此， 很 有 必要 对 这 种 族 进 行 深入 研究 ， 本 童 将 研 
FLX A AS PATE. ARE. E 表示 可 列 集 ,Ti 中 的 (0. 00. 


简 记 为 0. 


$6.1 基本 概念 


61M MER, je 六 ,rr € E, MEIR Piels 
ve ts DR (nu, v) € Ti.0-G.nc T, Mp P, vis. 
E) = (Pas v; S, Dii; js ba 7 € Ej. WIR Z — (Plu, v; s, 
D; 0X (Oi, v) € T1, 0« G, 0 € T1) 为 三 点 转移 画 数 族 , 如 果 


下 面 的 条 件 (4) 一 一 (D) 满足 : 
CA} 4E fi TE P0. Us Sof) 2 0. 


(B) 规范 性 DIP aCe vss.) = 1. 
CC) 水 平 转移 性 VICE s.s 70. 
Pu Cu s +r et) = S Pug Gu vis 1) Pigs (ut 
SEE 


+ s.v;s £5. 
(D) 竖 直 转移 性 VICE, 1.10720, H 
Pi GG vssut +E) S Ping (610550) Pag, nv 
SEE 
+ oss. 
WRA (B) P 
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(BY) 所 规范 性 >) Pia Govis.D <1, 


称 多 是 广义 三 点 转移 函数 族 ， 
6.23EM. ZARB AROR 50 为 齐 次 的 , 如 果 它 的 每 个 元 
* Pis, Cie US. Sb ROT tv, KAT, iB Pus yt) = Ps (Ct Bt 
St) PG = PÓ ,U $5 ,£). 
SUG JE P 总 是 指 齐 次 的 ， 除非 特别 说 明 或 明显 地 可 以 看 出 ， 
6. 3 定义 EYRE ARB BRE. 
CD 如 果 每 个 Pins Mp5 s > 05 KS BAPE RAD 
83. 类似 定 义 竖 直 常 慎 型 的 . MRS BEKELE EE 
RHR WS 是 常 值 型 的 . 
Gd WE P 的 每 个 元 素 Pia (st) 是 sut MPM, BE PCs, 
H) = PO) HF ESR. 
Gi 如 对 FS 的 每 个 元 素 , 有 
Pau) = Pa, Gt), 
称 多 是 状态 对 称 型 的 . 
5. 1 中 列 出 了 三 点 转移 果 数 族 的 三 个 例子 ， 例 5. 3 是 参数 对 
称 型 的 . 例 5. 4 中 当 一 中 时 是 参数 对 称 型 的 ， 例 5. 5 不 仅 是 参数 对 
称 型 的 ,也 是 状态 对 称 型 的 . 我 们 就 E 可 列 时 再 给 出 族 空 的 几 个 
i. 
例 6. 4 设 p 和 多 是 定义 在 [0,oo) LRAT SCUSA 3E (COR 
RE = {0,1}.4 
Pip Guys) = RA + Co rtm 
« exp[| — (glu + s) — PUD Coy +2) — $0), 
则 多 EZARREN CRRA EON. 
例 6.5 iU E-—(0,1,2,75a — 1}(a 2). 
+ 二 位 一 二 je 和 如果; 一 7 一 人 十 
Pig (3st) 一 = O(mod a); 
a=, 其 他 . 
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其 中 Cc 所 1 是 常数 . WS 是 齐 次 三 点 转移 函数 族 , 它 是 参数 对 称 
型 、 状 态 对 称 型 的 . 

P.o r= {rG i jE E,t > 0} 是 单 参数 齐 次 转移 
函数 族 ， 令 | 


Pas. = mi. PG SQ) = 4,5), 
Wy Rn c BABAK A BOR, MERKTA, Ic 
是 坚 直 常 值 型 . 


例 6.7 设 w 是 由 非 负 整数 集 E = {0,1,2,…}) 到 整数 集 Z 的 
一 一 映射 令 MG. ED = pE) — PG) — PR) + AY), 


eASEY MIT) 

Mi ikry ^ LL = H 

P vite st) -| M ,j,h,r)! 如 MG, i kar) 0 
0 ”， Hi. 


则 多 是 三 点 转 称 函数 族 , 状态 空间 是 五 它 是 参数 对 称 型 、 状 态 
对 称 型 的 . 
6.8 记 号。 DCE) RARE LAB BIA A = {ani C Er 全体 . 
4 为 集中 在 点 的 单 点 概率 分 布 . hn 为 在 i,j E E be 
的 概率 分 布 , 当 i 一 了 时 ,分 布 AY 化 为 4. 记 
DPE) = (ACHE): Vis a; 770), 
ACE) = (A, € GUE) € E), 
AG) = (LÀ; € QUE), p) € Et). 
€ 95128 HOMECE ED) 是 实数 , 如果 对 任意 A € DHE) 
BA Dabs = bM 5, — bG € EB). 
证 如 让 是 单元 宗 集 ,不待 证 . ELE BPSAPICR. WH 
BAC DE) RAE E, «A«1,4 A' = (1— MAF AA Bl 


$6.2 关系 定理 


在 单 参数 情形 ， 可 以 和 将 广义 转移 路 数 族 化 为 转移 函数 族 ， 只 
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要 引进 一 个 附加 状态 以 扩大 状态 空间 即 可 ， 然 而 ， 下 面 的 例 6. 10 
说 明 ， 在 两 参数 的 情形 ， 却 未 必 能 行 . 
6.108] i$ E — 10}. 令 
Pt ,v55,1) = exp[ — X2us + 500v +P] 1, 
(10.1) 
则 5? EP X= BBR BOR. 对 此 多, 不 能 通过 引入 一 个 附加 状 
态 将 多 化 为 三 点 转移 函数 族 . 
EUESLAGRZS "1" J&, P 可 以 扩充 为 总 = (0, 1) 上 的 三 点 
转移 函数 族 Z. WAER m vs ss tA 


P oes (4 2055 0) = Pass Cit a5 tf) x]. (10. 2) 
由 规范 性 CO 得 
Po Cee 2U355t) = 1 — Pootu vt) > 0. (10. 3) 


由 水 平 转移 性 (CC) 得 
Pas 9035 s ot) = Parag (tes¥ 55st) Pogo ue + 54038" st) 
十 Pa (06.098 D Poon (ue + 5.048" 0. (10. 4) 
注意 02) RP 的 水 平 转移 性 〈C)， 上 式 右 方 第 一 项 等 于 
Poolts v; sts’, O AMATERA. FE Poo lu, vi ss i) 
oon 二 sv; 5, t) =O, 注意 (10.3) BB Polu ts, vis, 
=0. Baxu, ss vs s. ERE. BD 


Po vs5,t) = 0, (10. 55 
从 而 由 4 HSE C 得 

Po Ct vss st) =]. . (10. 6) 
由 党 的 竖 直 转 物性 及 (010.5) (10.6) 得 

PsC Ust + 2°) = P onlus 65,0). (10. 7) 
由 (10.12 (10. 2》 知 上 式 两 边关 于 > ORR, Set 0 得 

Poolas, i) = Prog (uyvys yt’). (10. 8) 


由 (10.2) RF HEARERS 
P poco (tt 5045 ot + 9 = Pontus HPY 
一 Pos (tes U5 EP auo GG D + tis U) 
= Pas (te 90354) Pa Gt »v + £55 yt"). (10. 9) 
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iE X a0. 8) ,上 式 右 方 第 二 因子 等 于 Poor + 150 ER 
《10. D, EXET Poulus +2’), AT CLO. 9) 两 端 成 为 
Poss Ovis. + PD 
一 Paw USD Praga Hs vs f). 
E Pos Gi vssst + £2 29 0 lt Puau O = 1,855510. 1D 4H 
FR. Br RABBI AS aR SIL. © E 
例 6. 10 说 明 ， 广 义 三 点 转移 函数 族 与 单 参数 广义 转移 函数 族 
是 有 本 质 的 区 别 的 . 然而 .它们 又 有 密切 联系 . 
6 11 定理 ”( 关 系 定理 ) P = {Pluvis D) Er MOH RH, 
狭义 ) 三 点 转移 函数 族 的 充 要 条 件 是 下 面 的 (iD GD 成 立 : 
O ARRE. 22 0,272 04E SCE), id 
Putus.) = (a Pus iG DG c E 
(11.1) 
WW Sy = (Py (as) ue 0s > 0) EL E! AOR zer 8 
义 《 相 应 地 ,狭义 ) 转移 函数 族 . 
Gi) {ER eu 0 人 0,4E DE), i 
Pi (owa) = (a; P ie QU vis DG UID. Gor) € E*). 
(11-2) 
WW Sy = (Py CoD vo 0.8 > 0} 是 以 为 状态 空间 的 单 参数 
Po X CHR BBR Be SL 转移 函数 族 . 
证 必要 性 ”只 证 CO. BE GD. 
Sex 的 非 负 性 平 几 . 
(a) 由 (BO (相应 地 ，(B)) R224—18 


M [a4 Pu Cu m 5.12 ] 


unes? 
= Yl > Pia luwis) | 
k F 
x AF, =) Da — 1. 
È 
QD m C), 
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> [a Pig, Gc v 5st) ] La Pau Ce + s.v;s t] 


une EË 


= Saal DY Pika soss sr) Pi (a Moses! st) | 
i s 

= 了 > ara? jae QU vss Ts. 
t 


= [a.PisQG vis + s]. 
充分 性 
HHE CB) GHI Bh, (BD) f A, € DED di C0 得 
D PaL Q vis. D = > aP su rossst) 
T he E? 
< 1( 相 应 地 , = 17. 
Rik (C) HL A, € DCE). dB (D 得 
PG ovis $f) = [ePi vss + s £2] 
= »» [a Pius C v 3552) ) La Pa (tt -Fs,vss' 4] 


Winer 


= M Pijng vis 0) Prale + 55055" ot). 01. 3) 
再 对 任意 上 后 E,R A, € 名 (E), 由 (PB) 得 


IPasQ reis + s'at) = aa Pia (uvas + s' yt) 


I 


>» lanP img GQ vss 8) Lda P uas Ce + 55058" yt) ] 


Ong c E* 


M [Z Paatu „U35 D Beo + s.uss’ it) | 


! 


+ > [F Pois) || F Pe + s,vs5 12>. 


(11. 4) 

由 (11. 3911. 4 LEC). MEHED). | 

由 上 述 证 明 立 得 下 面 结论 : 

6. 12 推 论 ”在 定理 6. 31 中 把 4 € GCE) RMAC ACH) U 
43(E), 相 应 的 结论 仍然 正确 . 

6.1357 EE 在 定理 6.11 中 , PSU RRS OD, 相应 
的 结论 仍然 成 立 . 
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证 ”必要 性 由 定理 6.11 得 出 . 往 证 充分 性 . 由 .329 的 规范 性 ， 
(a) 及 引 理 6. 9 立即 得 定义 6. 10B). Ay HE. Dja 一 1 
Fi (a) 可 得 (B'). HEEERAR E jkr © E s t Oset > 0s 
使 > Pier Gn voi 4.) > 1, UR A € Bt CE) {Ë ag Pi Gto, 


UosSaséo) > 1.FH 
> GP; ja Cute Uo so sto) 


EE 
za. DP jae Gt 06159 to) > i. 
这 与 Ca) FG CB’) RE. 
往 证 (CO. HUD 得 
CaP ig ($5 +s" t2] 
一 » [a Pigs Ce (USED) M Dag Pager te + svs st}. 


Up EE 
E ar>, ik 
Pig Gr vss + shut) 


= Sla D Pas vis Po Cu + sugs aL). 
t E 
fe 9] BG. ORIEL RICE, (O 成立 ， 同 理 可 证 D). || 


$63 可 测 性 和 远近 极限 


614EM Vb P= (PG) 是 齐 次 三 点 转移 函数 族 ，7" 一 
Ri. 

G) dnd HESSE SEI) t > 0LPuL Gu 是 s € (0,00) ER 
UTR TEE ER. FRA EKER HY. 

Gi) SO FERS CERE ESL xg 8 s > 0, Piu (st) 是 1 € (0,000 EI) HT 
贝 枚 可 测 函 数 , 称 多 是 紧 直 可 测 的 . 

Gu) HR Pius FEC 92) € (0,00) X (0,00) 上 的 勒 贝 格 可 
WAR, PP 是 可 测 的 . 

6. 145 定理 i9 多 是 齐 次 的 三 点 转移 盟 数 族 . 则 以 下 五 个 条 件 

dili 


等 价 : 
G) P 水 平 可 测 . 
GD XHER ijek © E.a > 0,t>0,8 
lim sup 2 [Pi ls thot) — Pin (sst)}| =O 5.2) 
GD 对 任意 二 六 rr € Ea > 0,£ > 0, Pin Ce TE[a,09) E 
一 致 连续 ,而 且 此 一 致 性 对 € E xr. 
Civ) XEHERE (gn € Et > 0 Pau up 在 (0,co) LIER. 
Cv) 水 平 近 极限 


ser Ct) = lien Pa. G st > 0, (15. 2} 
存在 . 
id = (UG) 这 09), 其 中 
UG) = [stie D iE. Fur c E}, (15. 3) 


Pp 是 多 HAP. CRA TAHE: 
(a) 3E fur Sa, CE) = O0,%f6 >> 0. 


(b> HE Duw) Se > 0. 
(c) KFR xj: >o, 


tie E) = Pa Duas DN LE E. 25.4) 
Li 
(DWE ERB Mie’ > O 
uas +t) ZR ua (Dig G.M LE E, (15.5) 
Es 


(e) 对 Sst > Ü, 

Prise (St) = S Pine (Ott OY EE E. (15. 6) 
{fy 对 st > 0, 

PG) BD) ug OP GUN L€ E. (15.7) 


QD Bt > 0. S wa G) BRE E XX. 


AF Gi) =i) ERE a.t>0 KE, CEMA, € ACE). H 
关系 定理 6. 11. dr (O1. PRES uo HH UW PAG) A. 
成 移 族 A 是 以 E! ARAB BBS IK HY MS RR. 对 
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族 Pa, 应 用 定理 1. 10GD ,得 
lim sup >, M Pas GAS 一 Pig Cs yt) | 


ALO rnm 


= lim sup 5 [LarPi ts + 5,0] — D Pes Gt] 
TS uae Ei 


= 0. 
Gi) Gi) (0 G) BR. 
OSO) 对 任意 的 > 0,ACD* (EE), 由 关系 定理 6.11; 可 
对 族 57. 应 用 定理 1. 10€ V ) FEAR. lima Pn, G2) ETE Ht 24270 


知 极限 (15. 2) 存 在 . 对 SH, 用 定理 1.11 知 
[apts C2) ] = > Lange CE | Lage lt) J, 


U.gie E? 
Bil 
ur a» = Sal »» Wie Gon, C) ]. 
H a 


由 定义 6.1CD) WE AMBER Fatou 引 理 知 ， (15.4) 中 用 
“>” (Re =" Sai. Mita bee (15. 4) 中 等 号 必定 成 立 ， 
Bf te} 成 立 ， 其 余 的 (0 (D 一 -- (D 各 条 可 由 Fatou 引 理 和 
控制 收敛 定理 得 到 ，(g》 由 (b)、(c》 得 到 . 
SG) 由 控制 收 仇 定理 和 水 平 转移 性 得 
limPi (s+ h st) = Di Pols» Duas, 


BD Pig Csat) 在 * > 0 上 有 有 右 极限 ， 从 而 Pau 只 有 至 多 可 列 个 
不 连续 点 ,因而 Pie (+2) 是 (0,o0) 上 的 勒 由 格 可 测 函 数 . | 
与 定理 6. 15M 
6 16 定 理 设 名 是 齐 次 三 点 转 称 消 数 族 . 则 下 列 五 条 等 价 : 
Q) 52 EE RI. 
D XHEE GR C Eal050,5 
lim sup >) IPialsst +A) 一 PusGOl1 — 0. 16.1) 
Gli) XT fE ES 2,7, 5,r € Eva > 0,5 > 0, Pu (Gs, ") 
XE[a.oo) Kee St m AIRE r € E R. 
Civ) WER Lj Eur € Ess > O, Pus G, 在 (0,co) 上 连续 ， 
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GO EArt 
Ag C5) = lim Piast) us > 0, 


FE. 记 K= Os) > 0}, 其 中 
Ü(s)-— daks) jer € E}, 


PUH 0 RISE BOISE CRAU FHER: 


(a) 非 负 性 di GO Ze OX s > 0 
(b> 拟 规范 性 Dlia Gs} S108 s > 0. 
O PERSE As > 0, 


hils) = >) fug (yg. GG) V € E. 


(d) 拟 水 平 转移 性 — XE s > 0,5 > 0, 


ge (s H O ZR D] dug (Stiga WEE E. 
Er] 


(e) X] sst > 0, 


Pu Gu) = >) Ping (Sting GV Le E. 
Sg 


(QD 对 s,t > 0, 


Pow (st) BD) ug (Pug GOV LE E, 
F 


(g) 对 5 > 0, 9 iw 0 5 j € E XX. 


(16.2) 


(16.3) 


(16. 4) 


(16. 5) 


(16. 6) 


(16. 7) 


6. 17 定 理 5? REJPXCT ARB RRR. 是 水 平 可 测 的 ， 


则 水 平 远 极限 
Vn) = limP;, Cs +) i> 0 
FE. ip 9^ — {Vid > 0), HH 
VG) 一 {Uy jar CE) ey fst c Ej. 
PRY 是 多 的 水 平 远 极限 族 ， 它 有 以 下 性 质 ， 
(a) JEfATE valO 25 0,84 17 6. 
(b) MARÉE = S vu CO xC1.3 4602» 0. 


(c) 水 平 医 等 性 £20, 
+ 1446 


(17. 12 


(17.2) 


Vier) = D vua vm GO VE c Kk. (17. 32 


(0) MEERE Her > 0， 
vi e PO ZB DY) witty Gv (EW EE E. (17. 4) 
Ce) Xp 5,27 0, 
Uu CO = D tine GO) Pips rt) = 3 Pas E tiga D, 
Vie E.(T.5) 
a» Uy jar St) = lim 1| Pits stds, xt t m Q, (17. 6) 
iL 利用 关系 定理 6. 11 和 定理 1. 12, 1.13. 仿 定理 6. 1o uE HR. 
[| 
6 SEE — Ub 7 RÉP — RUPEE RRR. MR? KEM, 
3f [& zz £7 0, MPs) TE CO o9) E X TEC E ,或 恒 为 正 , 呈 如 果 
ty Ct) — OM S Pau (st) TEs € (00,M].E— Boe & Xx ELM JE 
数 . 对 坚 直 可 测 的 SH 有 相应 的 结论 . 如 果 多 可 测 , 则 每 个 Pits, 
H 在 {53,1)》 € (0,00) X (0,00) 上 ,或 便 太 于 0, RAFO. 
证 由美 系 定理 6. 11 和 定理 1. 16 得 出 . [| 


$6.4 可 测 族 的 表现 定理 


6 493| 理 R = (P,00,5,5; € E,t > 0} 是 单 参数 弃 次 可 
WRK. 则 存在 唯一 的 三 元 组 Gm. TO 满足 下 面 的 
(i) Gi) GiD ， 

G) 多 是 下 的 .种 分 解 : 

D = (da SE = UJ. (19. 1) 
多 是 有 限 或 可 列 无 限 的 指标 集 . 

Gi) 4 = fuj E E BERERE, ECH ED A MED Z = B+ 
SG ,使 当 了 了 & A, 时 ,了 = 0) Be aR, — 0. m4 J € c, 
时 ,对 一 切 了 E Bu, > 0, Say = 1. 


”了 4。 


Gilda = {apt > 00, E 2) 是 单 参数 齐 次 可 测 转 移 函 
MO. 满足 


zu) — 0.8 I € HE E. 
lima, C = dàn, an I c DJ € a. | (19.2) 
而 且 
P,Q) —x40w, 如 iETE WIE TE D>. 
(19. 3) 


反之 ,如 存在 满足 上 述 GOGDGU 的 三 元 组 (多 ,和 ,zx) , 刚 由 
(19. 3) 确定 的 族 区 是 单 参 数 齐 次 可 测 转 移 函 数 族 ， 

证 ”基于 定理 1. 14, 115, HRB PHI. 4 AF, 
D= (ihi € F) Z — D, + Z, 则 定理 1.15 中 的 和 = (uj 
€ E) 满足 本 定理 的 (ii), 对 定理 1.15 PA (eu (Ot > 0,1,J € 
DB) ,补充 定义 

0, mre DIC DA; 
tO = Leon I= i € DIED. 
WU zc EEEH Gi). BARD, A), PE — TEuUEBBRE ES. 

络 定 满足 GOD Gi) BICZ.2 x0, BER (19. 2) 确定 的 族 
zm 是 单 参数 齐 次 可 测 转 移 函 数 族 . | 

由 定理 1. 14, 1.155]. 分解 (19. D 是 由 ££ AOR ER (EE s; = 
JumP;G) PREM E Gui.) € E) 又 决定 数组 名 = {ujj € E). 

, 故我 们 有 


6 WEE EA SY 是 两 个 单 参 数 齐 次 可 测 转移 函数 
族 , ENS APM (De om) RI CEZ Z7 m). WR lim PG) 
= limP,) i, € E,W| Z s2, uu. 

6. 20838 — GKOGE REE) 设 齐 次 三 点 转移 函数 谈 多 是 
水 平 可 测 的 . 固定 :>0. DR PEE — i) = a CP). 27 G2 Q2 
RATIER.: 

G) ZO) 是 E* 的 一 种 分 解 : 

Pe) = (Moa € a), B= Mw. LD 


ec 60) 


(19. 4) 
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EFO 是 有 限 或 可 列 无 限 的 指标 集 . 

Cit) BCG) = O0: Gur) € E! E DODERER ZO =F, 
G3 £2. CO , 使 满足 条 件 GO. 

条 件 GO 28 MOD € BOM = (Gs) BESS, H 
uu 00 = 0: MO) € DG) at. WEB) € MOD Aa) > 
O.H M we) = 1,4 Me) = (rin) € MIO) EMO 的 


re Min 
be. (21. 2) 
Gi) m) = {Fyne Gt 5 22 0, MQGDO.N (D € PE? 
是 单 参 数 齐 次 可 测 转移 函数 族 ， 而 且 满足 : 
Maco Set} = 0, 
s> 0M € PENG) € EEG), 


lim cosas Es MD. = uon: (21. 3) 


Mi) € DLE) NG € Ht), 
Gv) %fs > 0 
Pi.) = Ranae Cs EDU UL). 

MU e Mao) E Dw, 
(har) € NG) € Bt). (21. 4) 
证 RACE), B|sE £20. AXA HG11, KH 
= {aP a GG Dus» 0.0.9). (ear) € E!) AU E! ARIS E Roa d 
参数 齐 次 可 测 转移 函数 族 , 从 而 可 应 用 引 理 6. 19, 存 在 唯一 的 三 


元 组 CPD WOOD). Bult) = XO, caer, 200), 


rti)) 为 所 求 ， 只 需 注意 1 一 >， wo = $a D) ua 4 


ikr EMU) rE M U) 


且 仅 当 5 ute —1. 由 定理 6. 20, (ZOKO AE 


rÉM,GO 
SC) Bp kB X. 四 
对 偶 地 ， 如 c 是 竖 直 可 测 的 ， 则 oe 有 坚 直 表现 定理 ， 对 应 
HETA CZ O, WS), € GD RE. 
6.22% 2 0 j& — GUERRE ER AK P KFE N. 对 :> 0, 
= 147+ 


Ui EY Uus CED 分 别 是 Pas CE 的 水 平 近 极限 和 水 平 远 极限 ， 则 对 
SÅ => 0, 级 数 
Da (2) Siva ts >) [Pies H A. — Piz (sit) 


(22. 1) 
135 REE X. 而 且 当 uu 2-0 By , ey 
Mua) = 1k © E. (22.2) 


证 由 OL 22€21.22(21. 42 得 :如 (Ci, 站 € Ma. 


Suus = > [lima cane C.) >} NON 


NUE Ou) re NO 


-4 . 
= MN Mamono GO, & € E. 
Nt emo) 97? 


故 (22.10 BARR k EX. H, Gu, > OM WGA 
€ Ma) € @, G) WI HEM 1.14 (D = monot Ror) € 
NG), EACL 2) 知 (22. 2) 成 立 ， 同 理 可 证 (22.10 的 其 余 二 级 
Xs X. a 
上 述 关 于 三 点 转移 函数 族 的 结果 ， 容 易 证 明 对 广义 三 点 转移 
函数 族 亦 成 立 ， 作 为 定理 6. 18，6. 21 等 的 一 个 简单 应 用 ， 我 们 给 
出 广义 三 点 转移 函数 族 的 一 个 有 趣 结 果 . 
6. 23 定 理 ” 设 广义 齐 次 三 点 转移 函数 族 0 可 测 , 则 存在 常数 
Ocasl. (Vis js k, rE E, s, ft>0， 有 
NM Pine (st) = a". (23. 1) 


证 ”出 水 平 表现 定理 6.210) 知 , Pin st) 与 无 关 , 由 


竖 直 表现 定理 ,级 数 义 与 无关. MR) = D Pia (set). 由 水 


平 转移 性 得 : 对 任意 EE， 有 
gist sa = qG,DgG D. (23. 2) 
由 定理 6. 18581. eG. D YEG D € Ri 一 为 上 ,或 恒 为 正 , 或 恒 为 零 . 
5d (23.2) Mats.t) Fie E too. VE Ws.) = qG.D. 由 于 
st) XJ EXE t > OF s > 0 XE ch 
= 148+ 


gis + s.) = Pls tI ps a. 
yc. = [eG] Bota) = eX1.0 s 1. 对称 地 有 Ps 
= [5G) J, Hh 0 « 6s) = 9s, D « 1. HR a — e. osa 
s 1.96.0 = U9G,1)] = [eO.1X T = a*. E 
为 了 下 面 讨 论 方便 ， 集 中 引入 下 列 记 号 . 
6. 24 记 号 ”基于 定理 6. 21 的 三 元 组 (Pw. We) nOD . i 
G) E,(s.t) = ir € E.P. GO = 0}, 
ELis D = E — Es, 
Gi) 名 水 平 可 测 时 , 记 
ERG) = (Rr) E En =0}= |) M. 


ME SF, tU) 


E& O = E — EG) — 1] M. 


Mes, un 
Gp wth me 存在 Me BCL) EG, j), (kyr) c M. 
Gii c EET B 
ÉG)— (Car) € Eug =o} = LJ M. 


ME EG) 
ÉjíG)—E Bo lI) wv. 
MES V 
Gk) OG. FEM e ZG f£G,D.G € M. 
6.254 设 多 水 平 可 测 ， 依 定理 6. 11，6. 15 易 证 , EC. 0, 
E, Gu) 5 s > 0p lb fip y ESQ) EG). YE P REB HII. 
Ry E.G, EGO 527 0 253€ da E.G) E.G). R A, BY 
Est y(t 与 > 0, > O Jo Lip E EL. 
6.26 it 更 水 平 可 测 ， Mie E.Q)9XG,D € Ei; 
£^, (0) = gi-»PG = 0, 3E F SRAM, 8 EDU e. 


$6.5 近 极 限 函 数 的 性 质 
6. 2 定理 RY dé — E EE RRR, SERA. WE 


= ELE GQ) SE, 与 + > oak. WDHXHEERG.D€Ei.G.nDe€ 
* 149° 


E' S8 

(D ua.) YECO 02). 上 连续 . 

Gi) watt) TECO oc) 上 ,或 恒 大 于 0, 或 恒 等 于 0. 

GID 近 极 限 ua CO +) — limus O 存在 . 

Gv) 远 极 限 wa (oo) = limi, C? 存在. 

证 AE a> Oo. MER Gj) € Ebo), Bl mpl) = 0. H 
(21. 4) 知 Pj.) = 0. 再 由 定理 6.18, XE FEE s > 0,: > 0, 
Pa GD = 0, 再 由 C21.4) 及 

Pilot) = Nyomi stu st > 0,G,7) € MOG), 

(27.1) 

4, MER £20, 6,0) —0,BHIG,D € EGO. EE ESQO 5t 0X 
X... 

为 证 GO) 一 Civ), FRB Je E,, BPG.) € E*. 8022. 2 
AIHER: > 00k € EA Dl) — 1. 由 此 再 利用 不 等 式 (15. 5) 


易 得 
wig HE) 一 rugas (Dt jie T). (27. 2) 

TOES ROR Kp {ww (0) :t > 0, ker € E) 是 单 参数 齐 次 转 
Bre ROR. AT 多 可 测 ， 故 族 Bi 是 可 测 族 .因此 ,ww (的 D> 
0, 具有 本 定理 的 〈i 一 Gy). 

往 证 对 任意 Gj) CEL, Gor) ECE upt > 0, 具有 
G)}— Gv). | 

对 任意 GD € EWG D € EX. (22.2). Slane) = 1 


Baye) = 10> 0.4 € E,BERIM GS. 5) 可 得 
tinkt +t!) = >) ting Guys. . (27.3) 


由 uu GO BYE SEVER FS tallo Be XE BBD uu» FE (0,00) EE. 
为 证 (i) eG) = ig c FE ytiigr (t) = 0j. H F uuu QD TECO, 
co) bzkTHIESETECE , 故 GG) G5: 0 无 关 , 于 是 从 (27. 3) 得 
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tit HE) = Prag Opg lt). (27. 4) 


ge 

4 EAE EE ty > OE uuu Ou = 0. Wig COT. 42 Vt € Cost, 
g € GE tias GOD — 0, FÉ. V 17 ORM’ € (0 At), DU] gH 
(27. 4) 得 

woes) = M uias Guy E — t) = 0, 
ge 

E GO 得 证 ， 

证 Gi》， 任 取 子 列 G0.) it 4 0,7, 4 0, BER,» 
€ EF RR uu = liatre (ta) tlie = limus G',) HIF E BRE we 
= Hips 


HH Flim igre (2) uj, 存在 , 故 由 (27.3) 及 (i) 得 
mo 
y. D M aguas Wine 2D) Diao tiigr 
R a 


i, jer = N Magt jjgr {27. 5) 
g 


由 《27. 3), CO AA RA EA 

tar (CE) = > [P Ct tears 
Hy 2 2U jjgr <OLATA uas = 0. THE Wing — Hing = 0. 因此 ,在 
(27.5) PRs r € 五 求 和 得 

M D>) ine > D Ug. 
故 上 式 取 等 号 ， 从 而 (27.50 中 都 取 等 号 ,于 是 Gua = 4e du 
得 证 . fj Gi 的 证 明 可 证 (iv). | 

6. 28; 对 (2,41) € Ei, kr) E E uj. KE) IL 0, 并 不 一 定 有 
.ExBTERE CO Gv). 

6.295] 38 tS EWS eee. P 的 水 平 三 元 组 
HPA) EO) ray) 2 0. WP (0). — £2 5; 0752€, WA 
对 任意 Gs cEVS 

G) up CO 4EC0,00) 上 连续 . 

: 151° 


(1) m,C) FECO, 00) t HATE, S. 
Git) FEAR AR we (0 +) = lim ees, C 存在 . 


a 

Civ? 远 极限 ar (oc) = limes) FE. 

证 要 证 多 人 Sti > 0 无关, 只 要 证 ;Yt > OM) € 
PME € Di’) BA 

MG (1 Mao = Ø s MO) = MC). (29.1) 
it MX) NME) ~ £ ,WfETEG.) € Moo () Man. 

G nia. € Ei MG) = Ma) = Gj). 

GO 106,7) € ELM Ma) € £,G MG) € 9L oo. d 
MG) 一 ME) sé SBE € Mi 一 Man. iG € 
NEJN GE) z MG), Wd (21. 4) 得 

Pi) = Foro Gui), 

Pis.) = Wyuna Gs st uy CE). 
由 (21.3) 得 

tier) = nuu D > Oa) = 0 * uu Q') = 90. 
. 此 与 定理 6. 27 (D FO. dk Mio 一 ME) = C2. 同 理 ,MG') 
一 MD = Ø. PL Ma) = MG' ) ,得 证 (29. D. 

对 任意 (hor) EE, 

(a) Wr) € ERM uu @) = 0,G)—Civ) 显然 成 立 . 

(6) Waar) € EL. MEE M € @,, HT) € M. BI 
(21.3)(21.4) 得 

Paar (5 ot) = yy (Sst us) » 
Mia (2) == 1 tw D = us D. 
故 由 定理 6. 27 知 本 定理 G) — Civ) 成 立 . | 

对 于 竖 直 情形 ， 有 类 似 定理 6. 27, 6. 29 的 相应 结果 . 

630% DRY 可 测 ， 则 

G) 对 年 意 N c mint M EC 多 及 唯一 的 入 CE DENC 
N, ASHER s.t > 0, 

Tun (sf) = 0. (30. 1) 
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— 


Gi) PERN ED,.ME SMECZMYMED.UPE 
MO MA 
mus.) = >) maxGu) ST 2G). (30. 2) 


New, "EENTYN], 
其 中 记号 A, = aig. € A} 表示 集合 A 的 了 截 口 . 
Gi WRO 中 的 M E Z, , 则 极限 存在 且 
limes G st) = M (s). (30, 32 


TECNAM]; 

证 O BNCZ, WEE] G.D € Ej lE N — C. 
DXHMI£EICEd);BEMINCZU.EG.DEC MG. EN. 
(21.4) 及 其 竖 直 形式 ， 

Pitsat) = Aunis tutet) = 0, 

Pi (st) = taunts Dus). 
由 CLD MEHR. Hite, GO C058. WH mas Ge 
t) =0, s>0, £90. M N= (Gor) CN, AUN 是 唯一 的 . 

(i) 由 {21, D 及 其 竖 直 形式 得 : 

Pi (S80) = Runs Du; C) = Aan (ssa; Cs), 
EP, GP E MU) MG, EN 中 入 ,在 上 式 两 边 对 rE N, 求 
和 ,注意 Yu, 一 1, 立 得 (30.2). 


rE N, 
(iii) ERFA £z, 一 0 十 ,使 对 一 切 M,N € ZZ IRR ma G) = 
lim G2) 存在 . 则 由 (30.2 RM ED, 知 
mu) 六 >) tts). (30. 4) 


reLNOM], 
FLA PRA NEBR. (B 


NED Ne oF re [ND AT) 


= üt) = l. 
r€ M, 


Ak (30.40 为 等 式 ， 邵 
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1 ; E" NN mn 
hm zy.) = ^j 440). 
mde ECAS 


由 于 in) 的 任意 性 ，tiii} 得 证 . 
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1 三 点 转移 函数 族 的 标准 
性 和 参数 对 称 性 


8$7. 1 标准 性 和 状态 俑 空间 的 分 解 


7. 1 定义 ” 称 三 点 转移 函数 族 4 为 水 平 标准 的 , 如果 对 任意 
C0. f. JEE, 有 


lim P,;;s 4) = 1. (1.19 
HP AREA). WEIHER S0. 7, JEE A 
lim P, ,£) = 1. (1.2) 
t-a D 


称 ARERI, n^ 是 水 平 标准 和 竖 直 标准 的 . 

7.25038 ig 0 AIS RE RE. Vip | REESE. 

(o 5? 是 水 平 标准 的 ， 

Gi) .多 是 水 平 可 测 的 ,其 对 应 的 三 元 组 C 信 C0 人) m ODD ue 
> 0 请 足 : 

ta? V Gr) € E, az = MB SG) — B ELO m 
noD ABR. 

(6) Y NG) € c G».& E E. {PERE -pr € E, Er c 
NEG ). 

证 (D QD Bs, n po BOXE OKTHRBHERA 


Pus + Au) 一 Pas.) 
= SO Pung OPaGI) — Past) 
= Pia sth (hot) — VER NI Pau G DPusGsD. 
ESI 


'd55* 


第 一 项 非 正 ,后 一 项 非 负 且 S S PRO. =1 — Py (ht), 


E=) 


故 Pras + Ast) — Pry (sit)| <1 — Plh). (2.1) 
由 (1.1) (Q.D A Pin (+t) E000) LATER, 同 理 可 证 左 连 
fX, MATES. 由 定理 6.15 知 安 水 平 可 测 ， 从 而 由 《6. 21.3) 
(6.21.4) A a.D 得 (ad. 

WEHE (b>. 先 证 存在 性 . VEVEXT IER re E, MA Ger & NO. 
RG.) ENG), WHER £ > OA a, 一 0. 由 > 的 任意 性 ， 
Meg.) = 0. 由 系 6.22 及 (a), 这 与 (6.22.2) HF. 


证 (8) 的 唯一 性 , BRI TETE jxndBoO.o€NG,.G.»5€ 
NO». 由 定理 6. 21, 
1 一 D>) walt) Zu QO) + uj) = 2, 


ge N in 


T. 

GG) BG. € LG.) ENG),NG) € ZE) BUE 

H 6. 214i) 及 ta) 有 
lim P,,€ yt) = limo (sf) = 1. a 
im m 

7.3 定 理 设 P 是 水 平 标准 的 . 

() 任意 固定 i, RC E, EMR fHSat EE, PD — riG, 
7) 5G, 属于 £200 中 的 同一 个 类 , W 了 是 一 一 对 应 的 映射. 

Gi) 固定 :>0， 存 在 单 参 数 齐 次 标准 转移 函数 族 ra) 一 
{Frys st) > 0,70), dJ € DAO) 满足 : Ws > 0, 

Pass = nuu (et) G27) € IQQ. Car) € JG). 
(3.1) 

证 O 由 定理 7.2 00, V j€ E, WE O 中 的 -> 存在 且 
ME—. Wb f: EE 确 为 映射 . . 

47. WERELD JO € ZO, ËG, D EIG, G, jOE 
JG). 由 定理 7. 260 IO 门 -一 好 .由 了 的 定义, GD € 
IG), fU CU. RIC se FOOD f£ ERA. 

设 rEE, 必 存 在 S(t) € ZG) fO, € JG). HO i fe 
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jiBG.D JOM SG = r.i SES. 

Gi) 由 定理 ?7.2 (a) EK (8.21. 40 (6. 21. 32 得 出 . 

对 于 竖 直 情形 ， 有 类 似 定理 7,2，?7. 3 的 相应 结论 . 

7. 4 定理 ” 设 多 是 标准 三 点 转移 画 数 族 . P 的 水 平 三 元 组 为 
(PRY 97 Q0) m )) yt > 0, BRA BA HDG) Ws), #8) s 
> 0. 则 

G) Ft) 5:270 XE LEG Bs > 0 KK. WE = (0.1.2, 
eed) gk E = (0,1,2« 3). Ml] E? AOE SA ER] EOS P 
comnlc aci ugs. 

E = Ty, E = Ul. (4.1) 
其 中 , Lom id (0.00 所 在 的 类 . 


LGC, rno 属于 同一 类 TE 2, 
0,R fh. 
LA GO Gor) 属于 同一 类 ?了 6 E 
0, 其他. 
Un CO) = Mijares thier CS) = Bayar 与 S, L0) XX LH. Hj. — ipn. 
Gi) HEE £, 7, br € E, EEr € E E Pint) = Pow (s, 


aD ua, CE) = | 


ty jar (3) = | 


t). 
(iv) Gas) € LS, j) € Lx og Exito m E 的 分 
解 成 如 下 的 形式 ， 
I, I, I; 
(0,00 (0,1) (0,2) 
(01,12. (Gri Clr) 
(2.20. Carad C2sra 
(3.3) (Bira) (Gar 


u ' (4. 2) 
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(d Í, i, en) 
|(Q.0 CO1) (0,2) | 
sD GA (RAD | 
e. GPS QW ci 
B (3,54). (ur m | 

-J 


- (4. 32 


证 ”GG) 册 定理?.2, MEY, 故 由 定理 6. 2041 G) 的 
第 一 部 份 . 第 一 部 份 由 定理 7.2000 得 出 . 

先 证 GiD. Bi, je E. r€ E, Ea, bC E, Ls LE, lli 
G7) © L,.G,.r c HL. 


PG = Fr st) = Pus). (4. 4) 
Xl a. be E, ATE CEE, Les. ff (a,b) € 了 , 比 时 有 
Pos) m Rr GP = Prog (5st), (4.5) 


BE Payee (Set) = Pang (sot). DE HCA. 4)、(4. 5)， 
uuu. 一 lim PG. = lim Pas. = Qoo 
gc ice 
= lim Po (8.t) = Mijares 
Gi) 的 第 一 部 份 是 有 召 然 的 ，- 于 是 dib Gi) 得 证 ， 

GO 设 Go E Lm Mey, = on, = V. Bai 知 ， 
CO.) FARRER PTE c. ROSD € FG EL, ao 
的 第 一 部 份 得 证 , ru BS LR ERIS GD € T of Lad 
i-jdbGgo)e Lagu bise fco € Laco e 
LOB 7. 206) GE 5 


§7.2 参数 对 称 型 的 若 于 结果 


TSERE Doc 是 可 测 二 点 转移 函数 族 . BBO REIS 
的 充 要 条 件 是 ， 村 任意 s， 0, | 
PG.) = PCL st), th. 23 
证 RW SES Jii: MER s. 00. el 
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Pinas, i) = PCs mi). l (5.2) 
4 一 :时 上 式 成 立 ， 设 nn 时 上 式 成 立 ， ARSE EME, 参数 对 称 型 
条 件 以 及 归纳 假设 (5.20, 得 

Py C + Ds, = > Pig Qis st) Pigir Sst) 


= => Ping Gent) Pa Sst) = > Pigg (nt 9) Pige ss) 


= Pa Dts) = Py G. G+ DA. (5. 3) 
B (5.20 对 所 有 nla lalla. 
从 (5.2) 得 出 : 对 :之 0 及 有 理 数 OW 
Plrst)} = PO,r. (5. 4) 
XE PCr.) A PO. 在 (0,20} 上 连续 , 故 从 (5.4) 4H. D. 8 
7. 6 定理 KS BMS RE wR. 如 果 . 亿 是 状态 对 称 
HB. Wc 是 参数 对 称 型 的 . 
证 ”由 定理 7. 5 及 其 证 明知 ， 为 证 本 定理 ， 内 需 证 6.2). e 
xn 一 1 时 显然 有 (5. 2). Bait (5.2) 成立， 由 水 平 转移 性 及 
HARR, 6.9) 式 ，(5. 3) 中 第 1，、2 两 个 等 号 仍 有 效 ， 然 后 由 
状态 对 称 型 和 竖 直 转移 性 得 i 
Pira + Ds = D) Pus Cont) Purge (sat) 
= Pagls.(a + le) = Puls, (a+ 12), (6.1) 
BY (5.2) MARA naa B | 
7. 7 定理 PED AH RRS 是 参数 对 称 型 的 ， 
证 设 宛 标准， 使 用 记号 6. 24 GD 和 GD, GP on 
8 G.A) OC) 分 别 表示 记号 两 端 属于 同一 交工 EPRICE D, 
由 定理 7?, 4 Gi) Gii 4 


Gp OD SGR) cotj.r). (7.1) 
Heck. YA EOS E 的 映射 9 d: 
(2 gU 7d) O Gur). Ca C. m (far) (7.2) 


则 由 定理 7. 3 (i) 及 其 相应 的 竖 直 情形 知 , RORE p, OCF, 
Gr) TP HAE BE 的 一 一 映射 , 此 外 ， 由 (7.1) 
(7.2) BAB: 
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AG rr) =g, gsr EE, (7.3) 
往 证 : 对 任意 FC E, s, 600. nml. A 
Passa) Poi (sant) (7.4) 
NM n=l. DARY dE» WM bein. Bj 
Pan + s = M Parag ns ot) Pagar Gs 
E) 


= SS P aag CREP aga C st. (7.5) 
g 
Ay (7.3) A 


Po ls = P mango S98} Pug Čs) = Pag es st), 
Ti H4 cM E BI. 6 Cour) 也 遍历 天 ， 放 由 坚 直 转移 性 得 
Pas C D598) = Y) Passo o GHI Pug rie RE 


Gc E 


= P aksn + 1D, 
B (7. 4) 对 所 有 六!1 成 立 . 
B 0.1) (7.25, . 
Pis) = Pape pager Gs = Puoi posten GS ot) s 
故 由 : 7.5) I €. D 成 立 . E 
7.38% RTN F 是 参数 对 称 型 的 ， 册 
G 由 (6.15.3) 确定 的 UGY 一 如 与 上 > 和 无关， 坚 直 情形 
HAH UG) =U Bs > 0 XX. 而 且 
UG) =U) =U sÙ. C8. 1) 
Gi) G DE GR) € ÉL G2) co(j,n. — (E. 2D 
Gk) Gr) G, € FLU) A Cer). (8.3 
其 中 记号 号 和 cp ERI E idee. 24, 它 们 分 别 与 上 和 * 无 关 . 
证 OG) Hp (5. D. 立 得 . 
GDR GP, 4rd € Me Da, G DD € MEZ, GDE 


N € Z, 由 定理 6. 21 及 坚 直 情 形 的 相应 结果 有 


Past) = Muuksi E) = Wan (seta, (9). 


于 是 


tt ar (E> —leuQ0) 70, Uu (5) 一 [limzg C £534, (5). 
. me 
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fe 68.10 让 得 M— N, Re (8.20 IiE WUE (8.3). | 

A7. 8 的 结论 GO GD 远 弱 于 标准 性 条 件 , 但 却 能 导出 可 测 族 
s 的 洗 多 深远 而 精细 的 结果 ， 为 方便 计 ， 我 们 引入 

7.93p X. Pu BD on 是 弱 标 准 的 ， 如 果 系 7. 8 中 的 CO GD 
BE. 

7. 103| 理 ik > RSS pee. XU 

GWREC Er CERF 

(rk) € Es lrk) € ËZ. (10, DD 

dD GPEICE JED UON€CICH IC 2> Ro 

L=Ì CE LRM, 
n-—d4iG.Delnl-iaGDcl. (0. 2) 

GD AREE,ICEICSICE,CS2,JgL-1, 
RA i = ©. 

Qv) V jk € Epod A C ES SSE AMA — I, 3E JL 
= Ø. 

WIVRCE, MI € IC JED, CG ACLED, 
W, TZ Lt = {r © EG, k) € Li 

证 OA roor) ABRs E E TiD E EL, 
H C8. 20 All ar) OR) ,由 水 平和 竖 直 表现 定理 有 

PC = Tun CS btn) = Tan (sty G2. 

其 中 (ri € MG.) € M. H EXE dats) > 0,5] us GOD > 0. 
所 以 Cr) € E2. 

GDOVrC€L,HjrceE.HQG.Oo€IC Z, MG. Do Cyr). 


xGilo€lcE.iec q.d D9Ggn €ft.irelonLc 
i. 由 (8. 3) BI CL. AU =}; 

Go LOI «= 2. 则 存在 r E LN). FRE ET, 
Gor) Ef FGI) fit jS; ec E, LAC MERLCEL,LE®, 
LCE LED MODEL GC Pech AD HL, — Lavi 
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€ L.— fh, Oh G4) € Lka EL pO) EL Gr) 
HHS. Dis. ri. €l1.G0 €i. dd Gi TT, — F, 
(iv) JO Lo RTE EE FEE) OF. 
DELE.) E WEIR TE Oo Adi Gar) € Lit 
AJ. = Hu, = he HE = E, 
COV RET NR (hg) AE) E EZ. HB. 20 FECE 
R Ake =e OAR, RORY € EE RD finu v5 
Qr.k)—(g.£) € Log € beh TL I 
PAGE ov SEN. QE poeh 
r= iE, E = ir E Baste r O (ryan. 
r= inf — ED, E, + ir € By Gyr) aro o 
noa =i = (U EDE, {EE NT ue 
Fari) t- 
WR] G) E. = -Us. 
GD Vn LANCE NG c, hg E: — E, x ELON, 
Gil) V minZ5 1 BEEN CEL NE & BE, X EC NS 
WHE En XE, C. EL 
Civ) V men ze LR BEN C ESL Ex FE, ON RBE, 
x E, C É. 
证 (D Yr€E. Brito, BOUE nmi. n mr 


Fari mire (JE. Mr e E, - Ur. Mti uminfOE, -Us 


Page RB HL) 得 证 . 
GO Bl c, € E, EXE NCC EL N € A, E Gar) EN. 8 
E, Ge Mar} X E, ON BOE, = N.. dis|F8 7. 1060 $8 E, 
E,C. N. 
GID i En X ECR AME. Wf: € En J ERRNO 
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EL.N € ZEGD EEN, 由 (fii) f TEZEM CED ME exl FE 
C. M. A.G. D € M. iB8|]38 7. 1060 (8 N, — M, =E. X. il 
RB 7. 1000 AL. TETEL CC ECL € € (ga € LB gg 7. 1000 
8 L,C N'. [B L, = E.G ER E, eSB Lit NT D E. 
但 由 六; — E, WEB j € E, EUR N D E. SEE, X E, C N. 

(IGE, X E, C EUR E. WHEEIC E j€ E,.. NCE, 


NES MGA € N. PERG DEG D CR) BB E, x E, 
CN, ， 
没 六 :由 引 理 7. 11 确 定 . Grr € MN M.M € D, 
M € £^ WEM CES M C È, AMM hn EERE. g 
E = tran! CE, 
Eo = CEG rN EMMIS, OLD 
Penge Ct) = Y Poe gare GO, (11. 2) 


s 
Pts = Poy, Geb ap ko ar’ € Et}, 
(it. 3) 
St a PCs test 0). (11. 4) 
HM, Mir’ ËTT., W do.. 
7. 1 定理 io^ de etn. 则 ont Je by EMH cde ee 
族 ， 因 而 是 参数 对 称 的 . 
证 oS} ULAR ERR. 
GSE PR a CE AFO DEMO MAARA 
FE 7. 0G) 4 M, = Me ,从 而 
Piper Gat) = N Po yea (sat) 


TEM 
- O7. 


= NP Peredsst). (12. 1) 


RM 

QD [f£ Rey E E'.n € E. tte c c E, d 
Poo I90.M] e € E^. 
deu. m SH iSEG.21. 
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Pans = ays Da) = zy à; (s). 
(12. 25 
Hp GO ERD EJ, G’ E, G nE J. FE 
na D) > Os) > OBE DERG Ne BFR, 
EB) € EXECS. 2)(8. 3) BCR" A) co Gr. n), 
GP Gar). dB Gur) A Gur. Gar) Ar) MEE’, 
RAG rS GI" PIA Gur) MOL DMG) € MM, 
Mitr, € E. 
Gi) MERI 六 CE MG GF). ME DE 
Ei , 同 理 证 (人 7") € £5. 
Gv) XHEX Aor’ € Ej € My yr € M. B 
Py gt (68) = Pye jae (5). (12. 8) 
FEE, 由 于 G' 70. G0 E M, AGH) fO. 22 BG", 
j 295 G* ,让 ,由 表现 定理 6.21, 


Pact) = Ailsa CD, . (12. 4) 
Py yt, = Ry Cs tag i). (12,5) 
Be. GPG PETG WEN, (12. 3) 
得 证 . 
同 理 可 证 更 一 般 的 结论 
Pie yr sft) = Pye peat Coot). (12. 6} 


其 中 j7eM;, ECMe-.r€M.. 

现在 往 证 @ "RSH RRR RRR, MEE X6.1 (A) (B) 
(C) (D>. 非 负 性 CAD FAL. 

(B) 由 Gi) 得 


M Pre (s. = M 5 Pye gate Gd) 
"ER" r EE rem 
=>) MNMPeeeGGnD 
ree "eM, 
一 S Pin stat (sot) 
ree, 


. 1647 


= DPen (srt) = l. 


E&E 


O EEU EE’, 
Phare tha) = S Pepes +h 
re M u 


li 


D DP Pit gta et Pe as t) 


rEM a gc E 


= Ņ M) M Be rarest) Pre ga At) 


reM_+ a EE’ ge Mx 


= 5X OM M PepsQGIMPe git At) 


re M,» oe" en HE M. 
一 D Phra OP arat GI. 
KEE 
同 理 可 证 (DO. 
BS ups ee 多 "也 可 测 ， 往 证 多 "标准 . 
由 表现 定理 6. 21, 
Ptr KSE) = Ry'n s Du, CE), (12. 7) 
HP, CJN EM EDR NEN CD MAHER 
6. 216], SLE 7. 1060 fft Me = Np 得 
Pg ut) m mtu et Gt). (12. 8) 
特别 地 
Ph peje (set) = ayut CD. (12. 9) 
从 而 
ae = lim Perz 《st m]. 
同 理 可 得 Sweet. Rmi BE. 
7-13 定 理 设 空 是 可 测 三 点 转移 函数 族 . 则 多 是 参数 对 称 
型 的 充 要 条 件 是 ; 对 和 任意。, 090, XHRBEU GO LU G) 分 别 地 与 t， 
SHH: 
UG) =Ü =U =U. (13.12 
证 ”必要 性 已 在 系 7. 8 中 证 明 . 往 证 充分 性 . 
由 定理 6.15 (a) (D Cc)、 定 理 6.16 Ca) (OD Cc) A, U FE 
常 值 型 的 三 点 转移 欧 数 族 . 由 定理 6.23， 存 在 常数 0<a<i, 使 
» 165+ 


Sua. = a. 

G) 如 a 过 1]， 则 由 定理 6.21 (D WH. £^,- ggf. Withee 
6.21Civ) T4 Pss. 站 二 上 00.5 了 这 0 thet, 显然 .各 是 参数 对 称 
型 的 . 

Gi WE ai. WER 6. 15 CO cB HESS. 出 系 ?7.8 的 证 明知 ， 
2 RUSSES]. BIDS OLD ARX. Beg. W 


Pasa) = aue Pi pie GO. (13. 23 
六 由 定理 6. 15 CO 和 定理 6.1660 得 
Pa. = SO Pi gst audae (13. 52 
te 


于 是 ， 对 一 切 了 了 E. rek, eGR, Es £O. 有 
P yar (srt) = Sent Posee Oe gatti abe (13. 4) 


由 定理 ?7. 12 证 明 中 的 GD XU. Poca G. D 025€ MITES 
CE AEH MLA GLTO 12.9) 13-1) RM, Vite fake 
rè CGE*. r EMe BR Pe Ct = Pe Cts, 特别 地 人 入 
CE’, ECE, 5C M, fj 
PyesssGu 9 Pepsi). 
Td. gh (003.4) 知 ， 对 任意 7 je ks TEE, s, CHO Pils, 
D = Piels). a 
由 于 标准 族 A 是 参数 对 你 型 的 ， 对 于 邓 RR. RA 
定理 7、14 设 .了 是 标准 三 点 转移 沿 数 族 ， vus 和 vuU) 
为 水 平 远 极限 种 竖 直 远 极限 . 则 


Vus = Via (3) = iit) sst LO. (14. 13 
limP;, 5.0 = vu). 《14. 22 


WE 利用 65.19. XP £0. 
Vi tt 一 lim DuC = lim Pap Gt 1) = Uijl e 同 理 可 


ERER. E 
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$7.3 shy 


T 
EM 
Tt 

| 


7.151 E 6 Pistia E 
ias CQ) Q Z9 00 EKPI RIR. th eg X 
PM. © gus OD TO. 25. D 
Qu xs [8] 38 270; 
Gi) 对 seo — Shh 4 
[Poets H AD Patsy s 4 oo PCA) A 290. 
(15. 2) 


:水 平 标准 ， 


Mot Pints. Es Oo TUE. 
Gis Xf s € [0, MOM HER IK RD XH 
lim >) Pts gt) — Prae(sst) | = 0. (15. 3) 


证 Ga) 注意 ! 从 定理 61500 和 (15.1) 看 出 ， E X 6.1 
(Cy 水 平 转移 性 中 对 了 一 0 也 成 立 ， 象 推导 (XD 一样 ，(15. 2) 
MY CORO i. 

Gi) 由 定理 6.18. OP wt fes € [0,M] — RMF 1. 


Y o> 0, PERSE RE HAC = S) Pin lst <e/4 Bs € 


EE-E" 
CoM] 一 至 地 成立 . HE SAG). FES 04b oA 
Bp. € E'GdUs © [0.M]--3xib 
E 
ACs) = IP Cs d- Ayt} 一 Piet] m yy 


Hp NE ECR PR. AMH ERRAI, Atse [0,M] 
-AE 
SI PuB EAD ~ Pas) |S 2/4 G) + AG +h) 
7 i 
E E 


op E, - 
+ Als) <M Ye 47 1 E， ü 


7. 6 定理 i = {PG (85,2) € R2 A) 是 标准 三 点 转 
fEp fry. on puri s U ncs. 0. BP TESE X« 
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Pie (0.0) = Pia (Ss: 0) — d: 
出 P.C. XEG.D € Lao x fayco) E—SOESE p a HAE 
EN. HB S Pa dre. € Co M,] X LOM] 中 -- 致 收 


ATL Ht M, M, 为 任意 正 数 . 
证 ”应 用 (5. 1) 和 定理 6.15 (D ,定理 6. 18 第 二 结论 . | 


$7.4 偏 导 数 的 存在 性 和 四 个 偏 微分 方程 组 


利用 关系 定理 和 单 参数 马 氏 链 的 有 关 绪 论 ， 下 面 的 定理 是 明 
EH. 

7. 17 定 理 VE A KP ERE. Le 20, MM 
Es © (0,00) FE, AG. BSE, HOP. s>, A 


BP iar OS, Sai) dP eC, ut) . 
; p. ? M E ; Pas Gs DX — H] & c E. 


g 

T. 18 定 理 Ws 可 测 ， 水 平 标准 ， EE >O, is js ks rE 
E, WR 

IP ia E t) iim Patr — tj 
Tii. mM: T: € 五 .存在 唯一 的 roe EHEM 7.30) Bid 
Bory = fade tine, = DHEWE: 

QD — ee X qiu. > X. 0. 

Gt) 0 SC que lE) C+ oo, HE r ux ru. 


Gi) qu Q) S — gine, QD. 


rr, 


7.195838 — i 52 nfM. KER HE. MIZ s, mo, Ñ 
ET Pin > > due OO Pu Gs, Y EE E. 


OP au. G> 1) 


= qiue). (18. 1} 


Gi) a art ES 3 Piro Sst) deg OV € € E. 


1. xm BW. A HE. Ms, 2 OF 
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qa) T Pas D = > Gig GO uu GOV EEE. 


ao 2 ze. HO ~ oy Pao (88 Ge9-(5) WEEE. 
其 中 
OF 68 0) = lim Pus) tim gia 82. (20. 12 


at me i 

7.213] X. 7.19 (D Gi, 7. 20 GO GD 中 的 不 等 式 
组 SHURA. TA. AL. PARSER. SER SS 
Bt. ARRAMA. AE. BE, BER 《【《 偏 微 分 ) 方程 组 . 

了. 22 定 兴 di (18. D 确定 的 族 Q— faa Ou. shor € E. 
> ORAS MACE QR. Bp S.D MERIK O= (GG. 
Jeker E Ess > Ol RAH EH OR YRQ-— (0,0) HPS 
Qik. WO CY AP Sa O = 002 0,7,7.4€ ED, FQ 


水 平 保守 的 . AGEL SARS. WO 既 水 平 保守 又 坚 直 保守 ， 
PR Q 保守， 

7, 23 定 理 iE YR ARB RA. MM 

O QKTRT €— 向 右 方 程 组 成 立 . 

Gi) Q EART [0] E75 EHAR. 

GiD Q Fee m bEZPBEÉHOE. 

AFR 2 是 参数 对 称 型 的 ， 下 面 的 定理 易 证 ， 

7. 24 定 理 QU 6 EPRE. Dux s. :£—0. 

gie = qiu (1M, que Go = uus. 

dii 0) = dia 02. 

7.25% 12 多 是 标准 族 ， BDEG. jo ke rEE, WHELs EE 
(0.00) ERR qua OQ ls) 同时 人 恒 等 于 一 00; 或 同时 恒 等 于 0; 


sequis er, goa L, 


7.26% Q= - d. QD 保守 «— 对 任意 i j£. rE E, 
Diy C1) = D. 


7.2730 EB 设 . 宫 是 标准 族 ， 则 对 s， :—0 
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ar S60) Tm quu Gs Sie sui) m lye Coad 
assu 


JEP ge 98) TROU dua Gu T 


a Px yr . 
T P De A Ai PEYE P. 

7. 2 定理 这 :7 abe EIk. 可 | supqu ilis ems. Mp x 的 
Q PRA CA SEAL ELIAS PU E. qe]. Ib FF PREE A 


Q BRAT peak 党 是 唯一 的 ， 
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Bes 


几 类 重要 的 两 参数 


马尔 可 夫 过 程 


C asama 


$8.1 多 参数 随机 游 动 的 定义 


本 章 中 , 设 玉 是 一 切 整数 的 集合 , 工 ; 为 非 负 整数 集 ,NN HE 
Re Made N,E' SEX x EJ d ER AR BW 
MTL NE AT, 的 原点 都 简 记 为 0, 第 上 个 坐标 困 上 的 单位 点 
& = ly l xj xa) € T, Ep u A Kronecker ip B. A = (ne; 
n€ T. = (nein € NJ 1 SR ads = ay = UM. 

SIE BE GO, ,P) PREY = Y GO. CTS 是 
RAF E 的 随机 变量 族 . 称 了 为 生成 族 , 如 果 它 满足 下 面 的 (i) 
Gi) Gi: 

O) Y, = (Y (z),z € N") 是 独立 同 分 布 随机 变量 族 ,; 记 人 和 公共 
HTA x= (ni € E^. 

GD iY" = (Ye) c A^) MY? 5 Y, 独立 . 

GD id YS = (YGO.z € AS. dp E xa. Wl Yl. YR. Ys 相 
互 独立 ， 

8.237€ X. RY EERI. > 

XCz) = 24 Ou € T*, (2.1) 


BX = (Xle), € T^) 为 a 参数 4d 维 随机 游 动 , 沁 为 RW:. 248 
iB Ys 的 公共 分 布 工 时 , 记 为 RH)， 
当 Y' 是 零 族 时 , 称 RW! 为 零 初 值 的 . YY 是 独立 族 时 , 称 
RW? 为 独立 和 初 值 的 . 4 Y" 是 独立 同 分 布 族 , 且 其 公共 分 布 就 是 
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Ye WIAA n s WP. Bp RWI OW hae lel op fü zc PAY aI A 
TERME May beep Fe AE c UX Caen COT. leek sa Wet 
单 和 参数 马 氏 BERE, PR AI OS ERIS TEL TFT 

HIR A BELA RUS ST RW TS AE oo A RWS., i a 
WAY POEL AY RW? SEES S p rag. 
XG RW. 1 


X ters SG + NUO b DI X Ged € T^ . (2. 


其 中 ,一 Slr). ETS TE BAGS RWI e z= (xe.te.m. 
AS fy XC) iE PE XS c KO) NY. LE x cad Hi 
RESO a—2. d= 的 情形 RW., FSET. —Z5 引用 
$1.1 中 的 记号 . 
if X = {Ximen Onm) € T? 1X RW,. WRB DER X 
和 Xi 


Xi = GX! Cava CPX XE. 
(2. 3) 

Hee XiOno = XOD c X Ona), tf Ee A RW. 8 SR OX) 和 
Xi RASP pE. [HAT e. kh ON. XL AX, Hui E 
OREH. ORT. SR (RAY RW. 截 口 过 程 作为 独立 随机 变 
BAA. eR. 

id B= Bip, —i1BGO € ES AU BAS AB BECO 1) = 
g BO — pO pl.pt ge 1. ws = B| i 4] HIERD 
ZAGA. 记 以 uc-0 为 参数 的 Poisson SA P,— iP, G) iE 
Ei, HPP, se rf, (RD. 

分 别 地 称 RW, AR), RW.(S).RW,CP,) 为 a 参数 简单 随机 游 
Bh. a SUEDE, Mni a 参数 Poisson ES HLibr al. 

8.3 IP 4 X RE EI-RW B). MEETRIT Orn) {H 
依赖 二 piu s ATO. EIER n. nl, eo. Ff 


AFER 


Pl 3 ne (2p = 1) mei« Qe Ann 。 
| i 
(3.1) 
fni x Eum RW CB). bot PAX Gn. n) EEX n- 
ly n—I1) 也 成 立 . 
证 iE Hon) = XU 58 —D _ ap — 1). 为 证 


mn 


PilHOn,n)| De} x 2e 777, M SSUE PH On Be} ume Ac una 
和 Pi Hom n) eh Se. RLU A. AR. 
对 任意 1290, A 


e ug peritum ma = eur [- QUO qp 
Lf. mie sc! 
Zee ePilGonn) Ze) = PiHOn m €). 
(3. 2) 
BE XJEIILRWQGO.d 
E (ett) 
t SN. 
= Ele 去 Seas) — 2p — 1»]] 
m—] at 
— TLE fone 27- D || 
a=0 6=4 
= [pe "4 G—pe™ T 
BP qe 
= Bean . | (3.3) 
其 中 
I(r) = pe nT (lo pe ™, (3. 4) 


ERE: (OO) = 1,700) —0,/" (00220. TE x—0 处 对 f(x) 
EG RIT. 易 知 存在 西 个 依赖 于 名 的 正常 数据, ko EM [els 
ba 时 有 


FD 1 十 和 Tr Se”, (3.5) 
这 样 ， 我 们 有 | 
PiHn, n) = £} x ep d I se fee Ar Im 
mn uu 
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但 要 求 O<(2¢mnk,. W e=mac, Wc. H 
Pl HGm n) Se} age m w’, 
但 要 求 0 Zcest s. 
HP cc 0 任意 ,于 是 可 以 选取 与 (m,n) 无 关 而 与 p 有 关 的 充 
Sts) i e > 0.48 2ce mE, Ae — te OS A — c — Ake’ B 
uf. E 


$8.2 RW: 的 各 种 两 参数 马 氏 性 


8.4 定理 RW, 具有 宽 过 去 马 氏 性 . 即 对 Onn) € T}, Ca 5 
ENirEE, 有 
PiXn +t a,n th — r| F h 
= PiXm + asn +b} 


— r|Xn n) ,X (m,n +b), Xim + a,2)). (4. 1) 
其 中 F 2, = X ler E Read. 
证 简 记 
Ee, = diXOGn A n,n + 6),X Cm + amn}, 
(4.2) 
Am = {2 € TÀ nn) « x €; Gn tasn 4-50, 
(4. 32 


则 有 

X (m + a,n + 6) = X(m,n + 5) H Xim + ayn) 一 
Xim) + X(A,. (4. 4) 
TK 7 AF 2A SE XL. A, = X O0 n +8) 4+ X Gn b a8) — X On, 
n) 是 .ez 可 测 的 ,也 是 zl 可 测 的 . 由 于 了 是 生成 族 ,4: 一 
X Anna) 与 -ww 独立 ,也 与 多 dior. T 

PUXGn + apn + 6) 一 了 -er 


= $ PA = 1,8, = jb. 
itjer 
= J, Ta-pP(4 = j) 


1 二 了 一 


a 776+ 


RRRA. H FERRE, LAPD LA 7 ew tH 
3E. BB C401). [| 
8. 5 定理 Th A IB OS RW. 有 x* ICH. 2 ICE G— 3. 
2)， 宽 将 来 马 氏 性 和 单 点 马 氏 性 
证 定理 8.4 已 证 明 有 独立 和 祈 俏 前 RH 具有 宽 过 点 马 氏 
性 ,而 对 有 有 独立 和 初 值 的 RW,， REX) AX Be BSH 
URHE d OLD. RW, 是 4 过程 . 依 定理 3.44, XA * BME, 
Mini X A BRE 如 二 ]，2)， 宽 将 来 马 开 性 和 单 点 马 氏 性 ，。 ON 
8.6 EH RW, 有 强 马 氏 性 . 即 对 任意 有 限 值 停 点 (o. Dur 
CER (b € Th. 有 
PiX tas th =rji 2} 
= P{X lo + at> b) 
= r| Xia, nn Ator +6), 
X(a +a, +8). (8. 1) 
证 id (6. D AHR o dE ox. ARF. dk 
为 证 (6.1), AGE: V 有 界 Borel WM RM (VAC FL, 
有 


| axe fat +h) ]dP 


= [ri JUX to + a.c +b) lr (6. 2) 


id B, = lo = kpr = L), Wij ABy € FG. 于 是 由 (4.1), 
(6.2) WAT SF 
> [ g[X(k + al t+ dP 


aye 
AR,, 


=> J Euta + al +b)]| P 


X [etx +e, b+ D] ia， (6. 3) 
AB, 


Au. 在 Be. Ki (gLXG + ad + 4b uou) = Ei (gE XX +a, 
+ 177- 


b+ 40 a ahs PACK. 30 MESE 
M | EtGUXG + al + eval P 


MG 


- JEt a.c d- by] [va JP. 
4 


得 证 (6.2). a 
$8.3 RW, 的 单 点 和 三 点 转移 函数 族 


i XA RW, 2 = (mn) € Tia! = (u.0) €E Tz 
zz. X PERK F= (Pile) 2S zee 
E) 定义 为 ; 

Py s) = PXG = jIXG) = i) 
= P{X(A) =j—2)}. (6. 4) 
Hep A= [0.2/7 — [0,2]. X(A) = YU) . 用 14| 和 14, | 分 别 


表示 ANT. A AN? 中 点 的 个 数 ， 即 
[A] = (e+ 1) +1) — Gn + DG T D. 
JA. | = uv — mn. (6. 5) 
下 面 的 定理 8. 7， 其 证 明 是 明显 的 ， 
8.7 定理 HRW OCO 有 零 初 值 ， 则 单 点 转移 函数 族 2 H 
TRA 
PüCGn wn) Custi) 


feo GAB esa 
0 


Gm! (7.1) 
(Tg xL aL 

对 于 IIORW.COP,) . RGR ERR 29 的 元 素 ， 只 需 在 
C. D PHILAE A, | 即 得 ， 

8.8 定理 X RW (BYA RWIE. 则 它 的 单 点 转移 函数 族 on 
的 元 素 为 

Pal Ornan) s Gr) 
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+r 


Clog op oC o LAL] — jc PUR 
jx Be 
" 其 它 情形 . 
(8. 1) 
XT H- RW DO 的 情形 . FUE de EX HELALPSEELAL 1 即 得 . 特 
Ai. MPM RWS). OH 
Pllm wn). Cu 002 


IA, 1-157 ; ` i g 
— foe 1 FIM Jm tA.) o0 bi i | 为 冷 或 偶数 ，; 
0 ,其 它 情形 . 


(8.2) 
从 C.D 和 C. D Bh. SWE RWA). SME 
RW,CB) ，11- RW, (B) RAS ERORAR K AWE 
I] T RRA um Fl en Sp, ERR m I n- 
8.9 5838 RW, GO BI AM EE RR P = Pus Un ni as 
b), Gum) € Ti. (as8) GN. d, fs by TEE): 
Pin On nias) = mr — k PED (. 1) 
Bic a Rmo Pa RER. nU de E 0 点 的 单 点 分 布 ， 
证 Hobo. 24 A= (X Ono = i X On un t+ 03 = jXOn 
+ an) 一 大 : 的 概率 为 正 时 ， 
PiNGm + aen = b) 7 nM 
= PIX =r G Haid 


=P! M 3 Ye wor cho pret 
seo OR — ke edo. 
故 如 能 证 明 由 (9. 1) xp x o BUA EZ 6 1] Probe BOUE: 
则 .5^ 就 是 RWC) FY lx e RS BK. l 
CA) (CB) RTE FEU ， 即 对 任意 EEE. d'EN, 有 
Pa On nga ~ a! bY 
- 


= S Paa Maniu OT OR + aand 0) (9. 2) 
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而 这 可 依 (9.1) 对 (9.2) 直接 验证 ， 类似 证 (D). E 

FA (9. D. A, RW; GO. B] S FERE RA Gn n0 OX El m 
是 齐 次 的 , 简 记 上 9. D Poa Cab). 

8. 10 系 Pia, Ca 63 = Pus ao) 

8.11 75. Porlab) = Pin Cab. 1) = Pig (1,06) 

8.1234. RW 的 三 点 转移 函数 族 F 是 参数 对 称 型 的 , S7 也 
是 状态 对 称 型 的 ， 

8.13% RW, (Pp HZA RROK 2 的 元 素 为 

Pia ta sd) 


{pe aby t 7 l HiO 
一 
| 0 Snr—k—j-cicQ 
8. 14 系 RWB) 的 三 点 转移 函数 族 F 的 元 素 为 


yr (abd 
[nee wih = ab |rok jiti] 
=] 为 等 或 偶数 ; 
0, 其 它 情形 . 


$8.4 RW, HHR 


8.15 定义 iE X RE RW,. 1€EE， 记 导 和 4 可 以 是 A， 

或 N:， 记 概率 
r(z.4) 
= PiX le + zn) =: XIX 2 40.2’ € AL Xe) =F}. 

AB P(X) =i} > 0, dE x FERE. re) = 1 OP 
ikBg DR rie) = 1. Ri A BRR RH MRT?) = I 
i ARBE aR rN?) = 1 ， 称 i 为 严格 常 返 的 ， 如果 一 切 IC 
EX RRA ABH. RW, 为 该 类 型 常 返 的 ， 

水 平常 返 、 竖 直 常 返 和 严格 常 返 均 是 常 返 的 ,如果 RW. 的 所 
有 水 平 截 口 过 程 X (相应 地 , ZERO HEX O 均 是 单 参数 常 返 
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过 程 时 ， 则 RW, 是 水 平常 返 的 《相应 地 ， 竖 站 常 返 的 ). 

平面 的 两 个 定理 是 明显 的 . 

8.16 定理 RWS) 水 平常 返 , 坚 直 常 返 , 严 格 常 返 , 常 返 . 
34 p tg it, RW DO 的 所 有 状态 i 均 是 非 水 平常 返 、 非 竖 直 常 返 、 
非 严格 常 返 、 非 常 返 . 

8.17 定理 ”对 于 RW, CPO. 一切 状 态 i 均 非 水 平常 运 、 非 竖 
AMR. TEP eR. TERI. 


$8.5 RW: HAE 


本 节 设 deZ 对 单 参 数 的 RWI, 设 Pam En PRR, 
r.y € Ei DE fy Pa CD > 0) ES = ty: PG > omen m 
O, Ei = frir = 7, — Tyit © ES. WHE rE EC — ES ,有 
PG) = 0 对 一 切 n, 因而 从 0 出 发 的 随机 游 动 质点 永 不 到 达 r, 
BORA x EP EWA. 如 果 Rt =e, PR RW? 为 非 周期 的 ; S 
WR RW? 为 周期 的 . 这 里 的 周期 性 与 通常 单 参 数 马 氏 链 中 状态 的 
周期 性 不 同 . 

我 们 研究 RW Cry > D BAHH. Ch rE. 因此 ， 
Fe FRR X SEIH RW CR), ie = Ce DE TL. FR 

E = (xm) > 0} = tz: PLX(e) = r] > 6}, 

EŻ = (ria (x) > 0 XP z € T*j 

= (c4:P°X(z) = r] > ome =}, 

E^ = bese = or, — Tostig € ESO. 
其 中 , GO FOR DA bp E CES we Res nie. 显 
A OC ESCE. AM x€E'—EÀí, BR PIXGO zaxxj—-U zc 
TL) =1, BETEBE PLUIE SUUS SKE x. 因而 状态 x 实质 上 可 去 
ps. 

8.18 EM MẸ ES od HE SE. RWI BEH d N. 

8.19 NM WR ESE, 称 RW; 是 非 周期 的 : 否则 称 为 周 
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斯 的 . 
8. 20 定义 ik X CSM RW O). W 
90) = DPX) = x)e "^ = Vane, 


rer! rent 
GER = v1. (20. 1) 
为 RWZGOO 的 特征 函数 . 这 里 RY 是 4 维 欧 氏 空 间 , OD 表示 与 
工 的 内 积 . 
8. 21 定理 所 是 三 中 元 素 的 所 有 有 限 和 构成 的 集 ， 它 是 含 
瑟 的 最 小 可 法 半 群 《对 加 法 运算 封闭 . HARA) EEES EL 
的 、 扩 的 最 小 加 法 子 群 . 
iE 空 和 也 算 有 限 和 ， 故 OEE 
Hb rÆ0, cE EL., WR ce TUB PIX) = x) POW X 
ABE x0. Se, FR PL YO = 2} > 0. 从 而 必 


emis 


ARTE x, © E" egiaz, jE SY Ar 一目 已 人 人 ze)} 
Pt . 
> 0. 由 于 Y(D),e «e 独立 同 分 布 x, 故 [T roro > 0, 从 而 
eee 


ma) > 人, 所 以 zx, € X. Aji cH 2n 是 三 中 元 的 有 限 种. 


. S . | 
Gerson, TED 出 于 对 a 二 U. m 有 
3-1 


PQXGO — zi — Pi SY.) =a} 
?一 上 


SP UP [ya. = «]} 


rt 
= Lye >, 
i=l 


Wr€EQL BUD ELE E pce ArT T IEA A HE. 

AWSCE,. CH OEE. Hole E XPRESS. Hc. 

EES. EE xa Ck. Aue. 750. WRER CR, FE 

zy vie, FH ES, eua. Ar El, eS’. E r= 
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Dan a= Dat Bera IEE PIER ALATA Marte 


eim fe 


€ E? .所 以 E 是 加 法 半 群 . 显然 , E EUS DORMER. 

BEDE, ES 对 加 法 运算 封闭 , Bx C E.g xax 
Saye 十 
ZT) 一 《ri 十) € EX. ESAS EL. Al EA 是 加 法 子 群 - 
AMES tH. Ethie E "n. E 的 最 小 加 法 子 群 . 


d 
XH. REO Oy) € RIT DUE C= (0 
8€ R^, I |r, lud). 
8.223 引 | 理 iiA Ea MERER, EIRY AS AS BH 
OA SAS SA, di 


A,|8|* < GAC xz A,|0|?. (22.1) 
其 中 是 8 的 转 置 . 
证 这 是 北京 太 学 数学 力学 系 编 《 高 等 代数 》 第 379 HIB 
? 的 结论 . u 
8.23 定理 b RW] 是 真 了 维 的 ,其 特征 函数 为 (00. WE 
fr ELO, E 
1— RA) Sala pec. (23. 1) 


证 BELA GEM. RES PRA 了 个 线性 无 关 的 向 量 
drs tts da- 4 L= max jax’. 则 工 宇 1， 作 实 二 次 型 . | 


Q.(0) = DS) CONIA) A € R, 


PHA 


NO.) Brey. SEE 

Q,GD > Y (a8 Yr a,). 
EAE EL CHES ase HAST 0. if ANNEE 
Zs ta as 只 可 能 d= 0. Et Qi) 正定 ， 


由 于 


1 — Reg(8) = Qtr) — SD xlr)costz0) 
Tea € El 
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a 
= OL - costat) | — 25 rrisin” txh) 


rt e 
umm? 2x zx r)sIm (EA ， 
| ori . 
| sin í em PL IT. Sy [Da xf. 


BRS 一 ixi oie. |x|} y 
- Regi m S : 2; Ca ym Gr). 


{i 4 je R/ILML. fia): «LL SIDES Lad: | 
Bf. 


一 Reg) > = YN Gino = 2,0). 
RES 
没 RE OC f B T AEG. 出 引 理 8. 22, 
1 -一 Regd) 2 mL [815,24 |@| sin/LHm. 


Bil Rey (8) 是 C 圭 的 连续 函数 ， 所 以  . 
m = mini] — ReqX 62,8 € C, |G] 2 a/L}, 


于 是 
| — Reg) = a 当 |9| oe a /L at. 
取 Asmin (24/7. mL'/z) 便 得 (23. D. | 
8.243| 理 itz, y€ E*. Wil 
cis] im 48 = Gun. (24. 1) 


Cr, y) Jy Kroekner WS. 


证 it x= Cx); tU, Xa) y= Gi. "ts ya) pi (24. 1) F. 
方 等 于 


1 Eaa) 1 d x 

NEN md — —> A Erp yd 

axle do anv ll, 7 48, 

= a {I nx. va) = [1821.90 = = bay). | 


8.25 定理 " p) 是 RWI) FERRE X 是 初 值 为 0 的 
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RW GO. W 
G [gaye — Se too E RE (25.1) 


Eu 


GDP{X(z) = y) = 2776 
= cm] e"[e]"4d6.y € E (25.2) 
€ 


iE MX WEP RW GO. 


G@) (G5. D AA 
| Ty xD» 
STP(X(z) = xe = Efe") 
"T 
= I] Efe? = faa]. 


Os 


Gi) (25.20 AIFF 
(am) "| ee EPIX = ze" 


re Ef 
= SPX) = x t| eras, 
re E* e 
EEIE 8.24, 上 式 等 于 SIPIXGO = rje, 3) = PiXGO = yl 
vege 
一 m'y). [| 


8.263038 RWC) BA d HEB v GO = Gn Gr + 


yc EY RW O) ER d Hi. X 3H RWIGO MES 
工 无 关 的 常数 4 > ， 使 
PUX@) =a} ACézy 75, (26.13 
证 RW? GO 的 特征 函数 为 人 2) . 设 RWI) BAPE 
数 为 (9) ， 则 由 + 的 定义 ， 易 知 
PN = SivGoe* = « — 06) = HD C26. 25 


P 


今 估计 P (XGO = x). 由 定理 8. 25, 
(22)! supP( Xx) = z) = sup | eo AB) 1? d 
gc 


reg re - 


< [ leo 146 
€ 
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{| coor 1740, in co 为 偶数 ; 
< 


[| ADJE 0 co 为 奇数 

由 于 RWO) 是 真 d 维 的 ， 由 定理 8. 23， 存 在 常数 AIO 使 
1 — 495 2 Apel’, ü cc. 
OUND xz 1 — AJ? ze 1,0 e C. 

FE, G4 (z》 为 偶数 时 ， 


-1 


| [WO]? de x f e dà 
uf e 
ài ( y! d 
m TES o x z Er 
<f dł = | | { e e da 
2d 


tb A = 28] e da, FL BB 58 G0 为 奇数 时 ， 
| iex 46x Aue) -ay* saf ra > 
<A). 

HORE Go WR, (26.10 HRZ. I 

ACW EER. BUESUEERIHUTEIS) N. 

8.27 定理 RWI AFAR eE RIP a G E RK o (0) FL 
有 下 列 性 质 : gl9) = 14 AY OB GSP On 的 整数 倍 . 

证 $ Ri = WW E R gO — 1}, RI = (6€ ROD 76, 
=# $ l&k&d:, We REA 

Et = Ee Ri = n. (27.1) 

ftuE *—". m e 的 定义 ， 显 然 RCR" ， 故 只 要 证 Rs 
CORT. ROGER. 这 意 昧 卷 对 UKE E. CHO Ox BR. MEY 
We XL. XPx€Ei. Gu Ox EB. RET HEM, HEEL, 
Gox 是 整数 . 但 我 们 已 假设 EL SE, Mp eR ORB eG. 
IKJ), ikscd, C20) ge 是 整数 ,从 而 0 的 毒 个 分 量 导 20 的 
Sf. CDROSCRL MH RL CRI “=>” ER. 
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往 证 “一 一 ” 当 Ri 和 的 公共 维 数 & 是 零 时 ， E YSL. 
HR IEIR Ei 是 EE oR FR. Bd == dim RI) = dim E) = 1. 
我 们 如 能 构造 点 0, CRY 一 RT. BO, RATER: Ma x€ ES. 
(x) ‘Ix 为 整数 ; (m0, FIR AY AE Rar UGE AB T 
"T 

p Fi TEA IBS dni 8. 28. 我 们 构造 EL —fHdE o. n aks 
ked. Mk = dimCES 0 < d. RAR P € RRA T HS esl 
k.HÉASQGm URGERE AS BR RELIER O, = 8 BMY, 

BE & = dim EL) = d. Ub 


a, = (a, raul xg x. d. 


d 
Au ario Diba KEKI) CR or TIO ELE 
行 体 ， 它 的 顶点 〔 对 每 个 六 8 一 0 或 站 局 于 EL 实际 上 所 是 由 
这 些 顶点 产生 的 群 . 非 顶点 的 rzE .ex Wr or 的 内 点 按 假 设 BY 


AE" BC RSR o. Ay KUM F EY. 依照 下 面 列 出 的 辣 题 8. 29g ,sx 
的 体积 了 2>1， 
注意 detA;=Viel. 其 中 A= Ca; D sx ode dp RE. A Gry "te he 


thar. a |detA{ 0. MT ATRL A dead), HAE 
Ton 这 推出 : 不 是 4 ' 的 每 个 元 均 为 整数 ， 设 非 整 数 元 位 于 有 4 ' 
的 第 p vu. WEES 0.29 ATUAE 2a, Bg 
9, = 21LÀA M LAS en LAG. (27. 2) 
[d A47 A HUE RB Be. 故 (2r a6 6 Gs p). FEM x0. rne 
a. WTR -eE xc El. (2x) |r, 是 整数 ， IH, (27.2) [D GL 
TR SER, EAERI- RS. i 
PEMA Sp BME SS. AMHR Ba SS 
(F. Spitzer [1]. 第 65. 69 WD. 
8.28 the E fied 维 整 数 格 点 组 成 的 群 ,DD 是 Er 的 真子 
BR. D— (0) AS. WER k, pmukmd. fü£ETETRGLO ri， 
ou. € D. E DEH z. ores n 产生 的 加 法 群 . 
8.29 命题 ” 设 基 本 平行 体 含 一 个 内 格子 点 , 则 其 体 积 大 于 1. 
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8.30€ — RW,CB) 是 非 周期 的 . 
证 g8) = S Bret = pe*+qe ^ 
= (poosé + gcos) — iC psin? 一 gsin#). 

BRA KO = le Æ 2n 的 整数 倍 . a 

8.31 3€ RDA pul D = pu OD =Gg,0<p<lpt 
q = 1.0) RW.,CGo 是 周期 的 . 

证 gO = pe ™ + ge = cos28 + ilg — posin28 
FU. AME CO) = 1,0 ARE 2m IE AT RW) 是 
周期 的 . E 


= J88- + 


c 两 参数 独立 增 量 过 程 : Levy 单 


$9.1 Levy # 


在 本 章 中 ， 我 们 假定 CEL) ACR, BS). 

LIEN BX = {X E T) EIk EE, RR 
Ti PEPHER BE Ga; b. ] 1 SiS n Kasb hl KiS, 
XAD = {X(tz),z € Ay} AEIR. A 是 了 3 的 边界 . 

非 随机 的 函数 Xw) = 了 lz) 是 两 参数 独立 增 量 过 程 的 一 
个 平凡 例子 . 由 此 看 出 ， 要 使 狐 立 增 量 过 程 具 有 其 种 连续 性 ， 必 
需 首 先 减 去 它 的 非 随机 的 不 连续 部 分 . 

9.2 定义 ”两 参数 独立 增 量 过 程 称 为 退化 的 ， 如 果 存 在 单 参 
STRAY 及 常数 e. 使 得 全 是 下 曾 四 个 两 参数 过 程 之 一 
的 修正 : (sy D ET}, 

Y GM os Y OM uen Y GM ean Y GM asn. 

935M RABE X = {X(z),z € Ri 是 
Swe . IF ARIE. Fk X 为 两 参数 Levy 过 程 ， 或 称 
Levy 单 . 

9.4 定 义 ” 设 是 实 值 随机 变量 , 称 实数 v6) 为 < 的 中 位 数 ， 
如 果 wmm 


E(arctg| £ — »(£)] =)0, (4. 12 
AASE X RB. m 
wLX(z)] =0,2 E€ TĀ. (4. 2) 


显然 ， 满 足 (4.1) Bg» COD ME. 任何 过 程 忆 都 可 以 分 解 成 
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中 位 过 程 {X(tz) —v[XGOo 2 € TÀ ARETE SERE (LX GO ], 
z € Tj my. 显然: 如果 X 随机 连续 , 刚 函 数 [X Go ] 有 连续， 这 
FE. “SFR GF T€ Levy 单 的 样本 函数 的 连续 性 时 ,不 失 - - 般 性 ,可 
证 X 是 中 位 的 ， 


$9.2 Levy 单 的 表现 和 构造 


FEPER A Levy-Khinchin 公式 ， 
9.5 定 理 dE X = (X GO e € RL) 是 实 值 Levy B. MX 
RAE rA E 


Eet} == exp (uM) — vv) 


cen r 2 
十 上 [ew l i p = Gdr) j, 


i= f—],2 © R, (5. D 
其 中 ，M 是 零 初 值 的 连续 〈 实 值 ) 函数 , V 是 具有 非 负 的 矩形 增 
RAFAH A RA ERL BERN, Cedo) ER 上 
的 有 限 、 正 的 Borei WE, EL GO. (0)2 = 0: H R' 中 的 Borel 集 
B,GCG ,B) d& Ri 上 有 限 、 正 的 Borel WERKSAAM. TREH 
值 的 ,连续 的 , Mah, 如 果 M, V, GAE LERE. EE Levy 
BAN, 和 使 (5.1) 成 立 . 
证 ”由 于 “上 时间” 的 伸缩 不 影响 独立 增 且 性, 不 失 一 般 性 ,可 
以 考虑 R, CAE X= (Xz), 2zE RS 这 里 ce 一 (1 DER. 
HX 的 - RBH. Hf e>o, Fe e>, (KH A= 
(a, bl CR,, A'Z, 有 
PiX LAJ 22 e) «e (5. 2) 
Ry REP TERY n A DA n 等 份 的 左 开 右 闭 区 间 AT. LES, 
Wha X€AD) . SAS FAA, H 


ne 
X(A) = Y XAD. (5.3) 
HF xt ST eo, 
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lim maxP(|X(AD] >} = 0, (5. 4) 
AEA X CA) 的 分 布 是 无 穷 可 分 的 . 由 Khinchin 公式 ,存在 唯一 的 
MCA) € R’,4E fA V COR! 上 的 有 限 、 正 Borel 测度 CCA da). 


H6CA,4(0)) — 0, ， 使 得 
1 


Ele") — explinM (A) 一 quVGCA 
tE r Dur 1 十 x 
+] IE -i mp eda). 


(5. 5) 
当 ICA Bt, EM Mz) = Viz) = Glada) = 0;4%2E RA, 
ay de MX Mz) = MIR, V C) = VER, Gdr) = GG, dz). 
由 MCA).V(A),G(A. dz) 的 唯一 性 入 DRE HE MV 
和 G(-.dz) 在 矩形 4 上 的 增 基 分 别 为 MCA V CAYIGCA.daz). 
由 的 随机 连续 性 得 M 的 连续 性 . OX 的 一 致 随机 连续 性 得 : 如 
E A) 是 一 列 堪 开 右 闭 区 间 ， 且 14,|- 一 ”0， 则 
VLA D —> 0,GCA, dx) — 0 * dz. 
eS th, Xd Borel B BCR, 有 
GLA, B} — 0. 
HX hr ERE. VA GOD 是 连续 的 orm Hor PF 
BEC ER RIDDÉSg. mAn A SD SEG 4 PS ei SH 
了 定理 的 第 一 部 分 . 
相反 的 铺 论 可 直接 应 用 Kolmogorov ARE HE IB. AM, 
V, GO dx) 的 可 加 性 和 连续 性 ， 分别 得 X 的 随机 连续 性 和 独立 
增 量 性 . I 
9.6 定理 设 X 是 具有 高 斯 增 量 的 可 分 Levy FÉ. M X KIL 
乎 “ 切 轨 道 连续 . 
证 由 于 扎 的 特征 师 数 为 
exp {uM (z) — BV (x) " 


ELEME M 连续 , 故 可 设 X Reni. XE NERO. 定义 随机 
变量 


7 igi- 


S. = sup] |X(2) Xele — zd c . 


P 
为 证 明定 理 ， 只 要 证 $。 ——-0 Gn —>oo). 固定 m. 对 二 1，2， 
luem —1, RE X SER 
Stk, m, n) = sup(|XCACR, m, nD Q D|: E 


EE 
其 中 ， ACER, mn) = |z = (4), Ld, CES 


由 于 X 有 对 称 的 增 量 BOAT 8 > 0, 有 
PAS mn) > 8) SS APO XCACo m.n22| > 01. 


考虑 = 一 (n 2" 一 G, e eR, |z — z' | «ug z = EE, 
z = (taf). = mt. BR 
2 
X(G') — XG) = >)[ 和 (zs) — Xe] 
i-i 


Xp XU n CHORE Xs z, k 和 m), ET 和 zx: :都 属于 ACR mn), 由 
FatMan KERETET k= 1.2.8 XD — XC.) | 


«28 m a. 因此 ,对 zz € RRE Ie | nl, 


\ 
m l 


2 
|XCz) — Xi 2| xi 2 S. maxS (mim, 
一 1 a 


é 


FRA 
PS, >> ©} 


2 m—1 
<> 3 P[Sd mn) > +} 
k=] #=] 


m—l 


2 
«4? 5r] IX CAG m mp | > +} 


PM 44 
75353 ri 3(VCAG mm) }? 
t=] =l 
2 m—! 
« 32" i SY maxV (AG m 22) SV CAG mon) 
k—1 = "Tr 
2 
< Lb 2 (maxV CACE msn) V GR. 


由 于 连续 ， 当 moht, maxV (Alk m ,n)) — 0. [| 

9.7:k 定理 9.6 的 逆 也 真 ; mE Levy 8B5/LsP — Wee 
EU X 具有 高 斯 增 量 . — BREE Levy 单 的 非 高 斯 增 量 的 
轨道 性 质 后 ， 上 述 事实 就 变 得 显然 了 . 

9.8 Levy 单 的 构造 

我 们 记 

££ df. fRR FHSAA. FEARTARS 
TRL X LAS, dello X € €. 

e= (1, 1). RNA R, EIE X = {Xle C 
R.} 即 可 . 

设 给 定 (0,e] x (R'— (000 E Ho 有限. 正 测度 NO. da), 
满足 条 件 

| [ir Nem < oo. (8. 


ig X R'— (0) EWE N.: 
N.B) = N[CGR, — A) X B],z € R, — Ay. (8. 2) 
N,(dzx) 是 Nidz.dx) 的 边缘 分布 , 则 存在 正则 的 条 件 概 率 核 
n(dz,x2), {$ 
G) ES CR. az) 是 R. 上 的 概率 测度 ， 
{ii》 固 定 Borel $ ACR., nCA, >) 是 R' 上 的 可 浏 函 数 . 
(i) 对 Borel $ ACR, BCR, d 


N(A x B) = | AAN, Ade). 
下 面 分 三 步 构 造 特征 函数 为 〈5. 1)》 的 Levy BXEZ,. 
第 1 步 i Ns di) HR. Fe = VCdzr)yAN CR ， 
取 参 数 为 N.R 的 Poisson 随机 变量 *， 取 独立 同 分 布 的 二 
维 随机 向 量 序列 Ga TO, 21, Hai: 对 Borel 集 ACR., 
BCR, 8 
PU, € AT, € B} = [nca ran. (8.3) 


B 
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mH WU; Tp, pel. 与 zy 也 独立 ， 定 义 
XX(z) = Blaez € Re (8. 4) 
RH. XC. UE X A ARIE. 
Y R,— A; 分 为 n POP HORS ACT ty TB] Az, Dmm. 
Ifa ER, Sim 有 
(X yxa 
Eie F 


E[ E| eL 2 S Belen, ] ie Jug] 
— a ELA] |» Jaen] 
il 二 1 
= E ELIT Staci De ly)) 


j=1 4-1 


= E| x[ CA, xe" F (dr) | 


= exp { New 一 Dalir) N. Cdr) | " 


t= 


这 表示 X 有 独立 增 量 . 
im A ¢. (a) 表示 X GO 的 对 数 特征 函数 〈 即 特征 表 数 的 对 
Xo. WA 
plu) = |e — DN Cdr), € Re (8. 43° 
称 对 数 特征 函数 为 (8. 40 的 独立 增 量 过 程 为 复合 Poisson $, X ft 
fü ULIE ES EBREENAR 一 (0) 关于 = 连续 .如果 


J wear «o. XGO WH mG) € R'SIB. B 


mlz) = [ences »ELX(z) — miz) ¥ = [2N da>. 
Ri RÌ 
由 Wichura 最 大 和 值 不 等 式 ， 
Pisup|X(z) — m(z)| => A} 


| 1946 


x 1647? JN. ao | (8.5) 
第 2 步 IR Nidz.dx) Ho AMR. IER UE. 
We—i, Ert 0; 使 
| LN (de) 2, aR. 


|t, 
n 


对 Borel Æ 4C R,— A. BZR — {0}, € 

NYA xX BD) = NA x [zx € Bilxi >et), 

NA x B) = NCA X (x € Bega x fz} Sap, 

nl, 

Wi N'(dz.dz).n22 0, EO] x CR! 一 {0}) 上 的 有 限 测度 .按照 
第 1 步 , 可 以 构造 -- 列 复合 Poisson BE X" = (Xz), E€ R} E€ 
5 ,其 对 数 特征 函数 为 

[ce — DNzGa). (8. 6) 
今 定义 


X) = X'G) + 21 006) — EX*(2))- (B. 7) 


a=] 


由 不 等 式 (8.50, 级 数 (8. 7) 对 几乎 一 切 w RP x — BU. 于 
是 对 几乎 一 切 o. Xl) € 8. BX Ai we, HORT ORAE 
为 

i (e^ — JIN idr) + | Ce" — 1 — tux N, Cd). 


FT Irizml 


(8. 8) 
fag 令 
M icta 
N[OR. — A) X B] = | “aCe dz), (8. 9) 
Jo x 


则 N(de,dx) ER, — AO x CR' — (0) 上 的 cc 有 限 测度 . 此 测度 
RA X BY Levy 测度 . 特征 函数 55. D 的 对 数 可 写 为 eed 十 
f(a), Hp 

pilu) = Qe" — I)N, Cd x) 


=j 
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4 | em — 1 — iN. n, (8. 10) 


[EE %1 


JE) = iuMG) — FeV Ce). (8. 11) 


由 于 Nidz.dx) 满足 (8.1)， 我 们 能 构造 R 上 的 独立 的 两 参数 过 
BX'XSqgBEXCZ,.GHu SEES. X 是 可 分 的 ， 
其 对 数 特征 函数 为 VA. BERO 6, ntf X — (X'GO 十 X'G2, 
z € RJ) 的 几乎 一 切 轨 道 属 于 Zo BERRA (5.1). a 


$9.3 Levy-Ito 轨道 分 解 


Hf: Ri—>R', AMR. fE ACRI FARE RA 
W,CA) = sup|XGo — XG')]. ` 
Be FERRARA” A S? 之 一 则 .7 一 (mf x) 表示 
REE RS MSA, HAUT RA ow. 
9.95) 对 范 数 式 ， 下 列 条 件 等 价 : 
Ci) 对 每 个 o 及 zxER， 如 果 ies noe’) AS, MARR 
lim XG^) (9.1) 


zr. F 


FE. 
GD 对 任意 正 整 数 m, 670, FERRA: ay BO Reams 
lu xe. 
Ru — Ao = Ca; .b, | U (a5 sb | U "Ur U (a, ,5, ]; 
(9. 2) 
使 得 l 
WyCG, bh D «6,1 & & mn. (9. 3) 
CD 对 每 个 6270 及 关系 ox» -在 Ram On—1. 2, e) 中 至 
EFE i = lee m) 个 点 zi， SRS, BÍ nona. A 
[X 一 XC) | > 5 Sk GI -— 1. (9. 4) 
证 GG) = Gi) H Rm,mw 紧 ， 由 紧 性 的 基本 证 明 可 得 . 
GD => GD IWE O.O 的 任意 集 Goe |s z), 最 多 
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只 有 2 个 属于 划分 (9.20 中 的 半 开 区 间 (a, 5). BEI In 
+1. 

GD => O — 48 GO 不 成 立 ， 则 存在 A MERE, >00 
及 到 上 前 序列 izb, zaros BOE] Es mais zee |X Cead 
—~X@)lmoe. WS GD FH. | 

9.1088 i X-—(XG»z€ R1) 是 可 分 过 程 . 则 集合 

A= (eV x € RL RXR or MRR X C), 
极限 (9. D 存在 } EF, 
Ra X 的 有 限 维 联合 分 布 族 决定 . 

证 BSCR ETAR, N, 是 例外 集 ， 由 引 理 9.9, 下 面 的 

两 个 集 A. A 相差 一 个 N, 的 子 集 : 


-UU NU lem 


IX Gna) — Xx) > =}, 
A, = A— A. . 
WAC, RACH, MM AEF. i 
9.118] 设 Y= iY G), cE R5.) 是 可 分 的 独立 增 量 过 程 . 
则 存在 与 了 有 和 相同 的 有 限 维 分 布 族 的 可 分 过 程 X CX ALY 可 以 定 
多 在 不 同 的 概率 空间 上 )， 则 以 概率 1， 极限 (9.10 FE. 
证 Ra 9. 9, 9.10 得 出 ， | 
由 上 面 的 投 述 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 
959.42 定理 Ub X Baya Levy 单 . 则 以 概率 1， 极限 
(9.1) 存在. 
9.13 定理 i4 X dE Levy HB. NE X BEX., ED. 
证 对 zERL， 当 zz/ 一 >z if, ji XC .e) MER S 
X(z,0). ELT. X GEE MR OE OX MEE. BREED. B 
BJBXETESRECREEHOB. RATHI Levy BX WHE. 
不 言 而 喻 ，X 取 实 值 . 
对 函数 ff， 记 妨 (让 为 在 z 的 点 质量 : 
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AC) = lim fla,6). 
umi 


9.14538 BRR fC, m 为 正 整数 . 则 对 任意 670. (X 
存在 有 限 和 多 个 zE Runs 使 | A. CF» => E. 
证 ice = 65.09 © Rams EX 
gis, = fl2s A m.2t An), 


yir 

AC) = Alg). (14. 1) 
A Rin Bs GCL, EREEREER: 存在 矩形 [(0,0),0n, 
220 的 有 限 划 分 

Lai b Uo U Land). (14.2) 
使 得 

Wa Qai bD < SRE, (14.3) 
满足 IAGO > eM Az € [00.00 Cm DD 只 可 能 在 划分 (14.2》 
HEX BI La...) 的 四 个 角 点 . 由 此 及 C14. 1) 得 证 引 理 ， | 


MeO, SE {TE Ru |x|} 上 的 Borel ROHR. 对 
BEA, z€ Ri, ZX», BMP: S € ALB. SH lw, B) 
=0; 4e€a it. > 

nw, B) = Hir E R, — Ay: AL (XCuD) € BI. 
is SHAR, mM X E Levy #. + 
X pelz, a = [av Gas) 


B 


= D A (XDA X Q0) ]. 


te! ysis 


9.15 定理 HECER. BEZ. v.(8) 是 随机 变 基 . 固定 = 
CR, BES, Xl) BEHEE. 
证 BC+’. EAREN, (8,) 是 上 升 的 开 区 间 列 ，B， 


CB... B= A) B... MEERA HERE, k k R= Ch, 
hod, & 
At = Chir" (A + 1.120277]. 
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于 是 
v,(B,) < lim SX CAL) € B, bx XO. (5.1) 
^ [3 


ERP F RAR REG A N (CR. A E SHR RM. 所 以 


V CR) = lim im S ZUXCAD € Bn) (15. 2) 
ABEL Bat. 由 单调 类 定理 知 , “( 召 ) 对 任意 BES, 也 是 随机 变 
d. RISE SEO GHGETHAR. We Xe(z) 是 随机 变量 . L 


随机 过 程 vB) = [»,(B),2 € RL} HI XS = (X), z€ 
Ri} 的 轨道 显然 属于 2， 因而 是 可 分 的 . 
9.16 定理 iE X J& Levy $, N(de,dz) J& Levy WIRE. 则 对 
(Ez BC .»(B) 是 Poisson %, H 
En (B) = N,.CB). (16. 1) 
其 中 N. (8.2) RE XB WR e BL EA PE AAEM Borel 
f. WUE vB). CB) duda. l 
9.17 定理 i$ X ELevy $. HE BC, THX. 是 复合 
Poisson ¥, H. 
Eee = exp( f Ce — Ndr) (17.1) 


MA B, o, BEZ, BT. B= U B., 则 诸 过 程 Xe , …， 
Auc X—Xs 相互 独立 . 

定理 9.16. 9. 17 的 证 明 Be Bis ceo Bo 由 (15.2) 知 ， 
定理 9.17 PRAY AAD Eh X MARA T DE. 
MARECHAL, RUS X 等 价 的 过 程 有 定理 结论 ， 

对 Borel 8 CCR! — (0), 4 N*CCOO,] X O = N, CAN Bp, 
OU AN*Cdz de) ECR — AD X CR! — (01) 上 的 Levy 测度 .对 二 
Laer ty i X* J& Levy fü] Hae 9. 8 PRAWE N* 的 复合 Poisson 
A, SOT ARETE SR A AGO. TEX A EE ER COR vc G0 X" € 
构造 9. 8 Ae ea RPE b Sc 
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Pu) = 4 00 一 Etu) 
的 过 程 . BILAN X. Ok, SE CLERC TAD EE FLA 
独立 ， 则 过 程 定 一 DX x Se, HXeo. 
it N°(dz.dx} 表示 X? AY Levy WU BE, W ACRI — A) X B) 


= o, dt B= U B. discit Xo m 0. Bolt, X 


—X', pA. X—X—X. 

vB GE HA 2B Tov (Bl), 独立 性 的 证 明 . Du 
vCB) Æ Poisson E, R RJE X BAA Levy 测度 NeR, 一 AD X 
C) — NCB [| C» B9 & Poisson 单 . E 

下 面 的 定理 称 为 Levy-Ito 轨道 分 解 定理 . 

9.18 定理 ik X R Levy €. XC. M 

KI) = X,(z,o) + | xy, Qo dx) 
t] 


+ lim [ xl» (Qo,dx) — N,(dx)»]. 


(18. 1) 
其 中 ， Xo 是 具有 高 斯 增 基 的 Levy 单 ， 样本 还 数 连 续 . 当 £ Y D 时 ， 
第 2 个 积分 对 几乎 一 切中 关于 = — 
证 一 致 收 敦 性 由 定理 9.17 和 Wichura 最 大 不 等 式 〈8. 5) 
推出 ， 对 国定 0090 和 A>o, 
Pisup sup] | acy Go,dx)? — NiCd) ]] >å} 
et fr lace 
< 4A? | XN idr). 
jzlaé 
为 验证 极限 过 程 
XQ) = X(z)— xv,Cd a) 
7 pu NM 一 N,(dx)], 
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THURE X 5j Levy 单 的 构造 9.8 中 的 过 程 等 价 . 此 时 , 我们 立即 
看 出 : X 的 对 数 特 征 函 数 为 (8.11), AX, 与 积分 独立 ， 由 于 收 
HET “KR BAEH,. WEE 9.6, Xo 的 几乎 一 切 轨道 连续 . 

| 


$9.4 Levy 单 的 样本 函数 


本 节 定 理 的 证 明 由 89. 2，8$9. 3 中 结论 易 得 。 故 从 略 . 
9.19 定理 i X fe Levy É, XEP,. 王 列 条 件 等 价 : 
G) 以 概率 1, X 的 轨道 几乎 处 处 无 跳跃 《〔 即 AX =0 对 几乎 
—Ë] zE RE) 
QD 以 概率 1，X APPLE IL AAEE. 
(iii) X 具有 高 斯 增 量 . 
9.20 定理 WX Levy $, XCD. 则 天 是 阶梯 过 程 的 充 
BAH X AR? Poisson #. 
9.215738 HX Bley #, X € ££. W] X ERP RE 
条 件 是 : X 的 Levy 测度 NGz.dzo 满足 
NOURS— A) XxX (~ 20,0]) = 0, 
| | TE Ndz dr) < oo, 
Rese 
且 存 在 增 的 连续 请 数 me®D,, ft 
E(e"?) = exp (ium(z) + N (e^ — D N,Gx)»i. 


9.223E€X. BIED, SC GE YE. 称 
T. = sup 3) [far 5. ]I 
为 了 在 RR. 上 的 全 变 差 ， 其 中 上 确 界 取 A. 一 加 的 所 有 有 限 划 分 : 
fa, bh]. Itn. 称 了 在 局 上 有 有 限 爹 变 差 , 如 果 对 尾 意 zE 
RTP) «o. 


9.23 定理 ik X E Levy $, X € ZZ. "TITPTET 
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的 充 要 茶 件 是 : X 的 Levy 测度 满足 
Ix | NGÉz dr) < o2, 


E irl 


MA. SERS SHSM Sco. WE 
Ee" 一 explium(z) + M — )DMN,LCdx)). 


$9.5 Levy B49 Levy 马 氏 性 


9.24 定理 i$ X= (Xle), z € R3) dí Levy É. id m = 
(AEB. 4 有 界 }， 则 存在 唯一 的 随机 广义 测度 和 (4,o) , AE 
Z, ec, 具有 性 质 

GQ) XI—9]e€ 0. X (+, o) BB EG oe BR XB. 
HEA. 上 的 值 有 限 . 

Gi} 当 AWE G. zc] 时 ， 以 概率 1， 测度 慎 X CAD 等 于 
RG HA X Cz, 2’ J. 

WE ” 先 构 造 久 CA,w), 再 证 唯一 性 . + 

C= {ras lirys 为 Ri PRR sr <s}, 
Gwe, 对 4= G, s] €, BMX CA, o0 Og X YE GSI 上 
的 增 量 值 X (ros Cw) : 

X CA sa) = Xis, — XG rw) 

— Xr GO s.c) + Xie). (24.1) 
HEX (+, o0 Ré € LA ARB CR. BR. XC Se 
LAIR BARRA AD. A Ree. BALCH, ALY Set, 
XA c) 一 一 0 实际 上 ,由 定理 9. 13， 以 概率 1. X CA, o) HE 
限 存 在 ， 由 CM. D A X MEIEN XA) 一 >0， 从 而 以 
WER 1, XCA, c) — 0. Bi 9 可 数 , MATE, PCO) 一 1,8 
e € (Qm XC eo BE ERI SC BE. M RETE WEG — h. 
由 广义 测度 扩张 定理 ,可 以 把 客 上 的 测度 XO.) 唯一 地 扩张 为 
oC) = BS. bie AR ZAR. VU X CA a0 ACA we 179 
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所 求 的 . | E 

9. 255| 2X Jj Levy 单 .对 定理 9.24 中 定义 的 随机 广义 
WEXA, E 

G) 固定 AEW, XCA) EMNE. 

Gi) HA). +, AEBn, HEREZ, E XAD, m XCA) 
相互 独 记 . 

证 记 区 闻 G.s]G.s€ RU, rcs) AOV, FHARR 
相交 并 全 体 为 A. 注意, HP X € 90 是 = HR SC BE. 并 
H XENES., Mnt Ac mons] (24.1) Xb AC VU. 

WEY — LA € BY z€ R XAN RO ER) 随 
HER). AMY, BRK, (24. DMA SS, Mis AS Jn 
Az A) |. A PK EP, BS) 一 9. 

QD 设 Al A, € A, AAR ZS. BS Hr TER AD XCAD. 
ea. XCAO 相互 独立 ,固定 Al AL € HWS, = (CEB, 


XCAD  XCA, D,XC N R — [ J Ao 相互 独立 ,z € RY} 
r=} 


we, 是 单调 类 ,因而 可 以 推出 ge, 包含 S82. BB A, A, € RC 
€ By, E IC] HERBARUM X CAD X CALL XC) 相互 独立 , 重 
LPC TD A SRSA Coe, c AOC X C) 
相互 独立 . E 
i D eE g D = RD > 
@(D) = a{X(R, [1 D)e € D}, 
(DS) = XR, N D),2 € D'). 
9.26 9|38. (DD 5 CD) 独立 . 
证 ic 
aD = oX (A): A € D f 4B}, 
40) = AXA): A € DC N &,}. : 
设 Ao tn” An EDNA, EARM, Bis +, BE DIU) S8, 互 不 相 
弃 。 由 定理 9.25, XCA X CA X CBO ,--, XB) 相互 独 
3L. WSR A). e. An 可 以 相互 相交 或 Bas cn. Be 可 以 相互 相交 ， 
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ABT LA RY a ee A; oh A EDN Zis 互 不 相交 集 B', tta 
BEDNA, B 

X(A) = FL[XCA' DY, RCA] iim, 

XCGBBj) 一 g,LXCG D, ,XCB')2 ].1 x j x m. 
但 XA) XCA' 0, XCB' D, , X CB',). 相互 独立 ， 从 而 
(XCAQ XGA) SUXGBD, XB} 独立 , 于 是 90D 与 
QCD?) 独立 , HER (DO C (DO , SCD) CCD) ， 故 得 引 理 结 


论 . a 
对 也 EB, 引进 记号 CD) = (5,5 或 者 是 某 个 RO C 
aD) ,或 者 是 一 个 曲 边 梯形 ， 它 以 a BE — ERIS HERES. BAT 
的 坐标 轴 为 另 一 厦 ， 平 行 于 另 一 坐标 辅 的 两 条 平行 线 为 底 } 
下 图 中 阴影 部 份 所 示 的 二 个 集合 就 是 愉 4D) 的 两 个 典型 的 集 


up 


图 5 
4 = AXAN DA € rD) 
9.27 定理 i ZEZ, ARBOR. M 


(i) EDC (D) 2E Ce X )C. FWD), 
LEC SU» FWD. 
(D S" (QD e UDN QE PD) V CE (DIN S OX», 


SX) = GDY V GFW) (1 SU». 
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证 (i) HED, RIF R.'DORXEBOLGCIBIITR. REEF 
AEZ, dE A, 5 R.CYD. BF A, 是 顶点 全 在 DD 中 的 正 位 短 形 之 
并 ， 故 每 个 XCAO 1] Drm y LW XO) 值 的 线性 组 合 ,于 
R X(A,) © FD). Aii XR. (1 D) € FD), BIE GD) C 
FD), KEE (DO C SUDO «9E C SUD) 48€ CUP). 

Gi) Be € Rt. XGO = X(R, N D+ XR, PO. He 

€ D, BRX(R ND) EZO, R N D s] Em A Y Dr. 
A€ UD) WARES. XR (1 DO € ec. cr AS E 
SD) COE NV CADO. 再 由 @ 得 GD 第 一 式 . 往 证 第 二 式 ， 对 
zE D, XR, A DO € SCD), m RMD AAFP ES A. 
jt. A. 是 形 如 R, IIE. yE Di p(y,3D) «T, RE, AL 
对 北 种 矩形 经 有 限 多 次 和 、 差 运算 而 得 的 集 ， 因 此 ，. 


xa. n D) e [o{XG)i9 € Desa « 1] 


r=] 


= 2+ (3D). 
FE fpi 3t 


Xa, N po e f]e[xo:» € Dive) < 1] 
= S QD). 
BR, 31 (aD) N X ED C F(D) N FD). FH FID) C 


eux) y GEO» N FD. 再 由 由 知 (ii) 第 二 式 成 立 ， E 
9.28 定理 BX RELevy HB, DEZ SERHAN. M 


CED) ED FD 门 7 (0). (28.1) 
证 Had 9.26, 9.27 得 
(HED) ZADO | CD) A EDDY). 
由 引 理 9. 27 C9 UD ik 
(BID) SUD) V. 2e 90» 1) yay». 
由 定理 1.37 
» 205* 


(SCD) V 2C, (XY GED) N (DD) v 8. 
FRA SI 9.27 及 定理 1.37 得 (28. D. | 


$9.6 Levy 单 的 局 部 性 质 


先 氢 述 一 个 简单 的 引 理 . 
9.29 引 | 理 设 与 ,…,& 为 独立 随机 蛮 基 和 和， 存在 c>>0 RU 
cacl 全 对 len, POE 一 总 二 一 ec 二 1 一 ee， 则 对 0， 


Pisupi, > x +c te + Pe, D a). 


证 Pup > ete} = SIPS ek 
<i 1h > x te} 
< 二 LE <a tek <r l;e 
Sabet, — E 
Sc} EPE, > 2). a 


9. 30 定理 设 gym € Rap 是 零 初 值 的 ， 连续 的 ， 单 增 的 
ERM. MER e>0， 存 在 xfs) > 0 ， 使 得 


P(X le) «— ep(z)} Sz] — ae), (30. 1) 
ff 1 pi X (s,£) > ols,t) dsdt < o0, (30. 2) 
od SÉ : 
X(s,t) E 
则 Pilm any SU SL 
证 ”由 引 理 9. 29, X 的 可 分 性 及 30. 1), X 0a. Id Em 
= (a™, a), Mi 


Pi sup KU) => O + 20690.) 


DEL e 
s P(XGQ, > (OR) fated. 
Bop at! ua". a7 ea". HM e 充分 接近 1, Hat 
oplan, an) 2» gla", a), 
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i £i PiX iu, v) > gGnrbg dv| ]/e«coa =a 


HU 
= Pt sup KOW > C1 + BOEn (30. 3) 
Get te, 
从 而 
M D Pt sup XG) > F 209) 
<[[ [72> ASE cde JJa — ay] 
x ca, 


由 Borel-Cantelli 引 理 ， 以 概率 1， 从 某 个 m, ng. Bt ar Ie 
a", a" usa'. A 

Xs, x (1 + 2809g(z,,) S (1 + 2601 十 ES ,1)， 
BREA RARE AR 1 有 


Jiu SOR <a 260 e 
由 于 < 任意 ， 定 理 得 证 ， | 
9.3: ik ”定理 9. 30 中 用 点 (8, D O>oO RBS, D 后 ， 
定理 仍 真 . 
9. 323738 WE X RER, EXG) — 0 , M PiX) > 
1 


证 it ESUOS 一 ee 其 中 ¥ Cu) = Tow +| Ce**— 1— 


ux) Nida). AS yo 0 Ate’ — 17 SH 2? — 0p — yk 
V(2u) = 26u* + 2l Ce" — 1 — ux} Nida) 


+ r (e — D'N Cdr) 
x 26u? + af (e — 1 — uz) N idr} 
依 柯 西 不 等 式 


(E[e* I, ny CX Cs 0) |}? Efe} PUX (st) 270], 
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所 以 
PAX C58) > 0) zz (五 Le co oy MCs td Jy Eeto 


> fe" — pe fe V Cu). (32.12 
[d V(00 —0,V C400) = + co, ETE TE uo, fie 6 — 2 RA C32. D 
得 证 定理 . [| 
9. 33 定理 MARX HRA, RRR 
K(u) = iua + | cen — DN(dz). (33. 1) 
pii P| lim AGP salar, 
see st 


证 WH OO, REM 9.174, 以 (33. D PR K GO 为 
BREW X 可 表 为 
RI) = ast + Xj G0 + Xp 05.2) + Wels,t). 


其 中 Xi, X; 是 独立 增 量 过 程 ， 其 累积 量 分 别 是 [e — 
DN (dx) 和 | c 一 DN Cdr) T mh 一 0 对 充分 小 的 ， t 
故 为 证 定理 ， 只 需 证 明 ， 通 过 选择 9>0， 可 以 使 lim X4(s,t)/s0 


任意 地 小 ， 其 中 XXi —X;. 
4 €, — 2X (2-207). 由 于 对 充分 小 的 5 600, 总 存在 
m, niB2 ""Uxsu2"727*-—:-27, FHA 
Kes st xL KD "2 "st X7n.2 74/2" ^, 
tim X,G,z22/st x; 4. lim Enne 
$60,040 m-* of re: 


m dum 


由 于 
EEC n.n), (m 十 lyn + D3I 2} 
= Ef Ta uea HMR COD BMD YD 


一 &a. — l4 sua FBR COZ), C2, 
DOD F Enl) 
= E| EEn 十 atg (gem! at) eee. 
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X27 3,27 )] = Erpin — Us pen 
e KCT, 2T) — OL C227" O] + Eml Fin | 
= E(2" "^ X4(27771,27) — &, — 27 X4Q77,277) 
ELI) =0, 


其 中 Fn = lb ck Sm Ml <n). ALE.) 是 两 参数 强 鞠 .由 
FS AGRBURIE AUI 一 lim en fF. H 


nxor 


EE, < FE, = AEX|[ 4,4) = | 1x (a. 


于 是 
E Tina XD TE IN Ga. (33. 2) 
由 o> O 的 任意 性 ， 了 从 (33.22. 可 得 证 定理 . | 


下 面 ， 我 们 给 出 定理 9. 30 的 三 种 特殊 情形 . 
9.34 定理 MR X Æ Brown, H 
PI lim XG, v slone ! <1} = 1. 


证 @ 9G.O = (17 6) V/2sdnin(Go0 7. 由 于 
PiX Cst) > qXs,0)] 


oo 


一 i| 1E gy 


gon t 
<A ste 0) aspis) 
= [InGo 7 ] 1*7 7 ar F elnlnGo 7. (34.1) 
所 以 对 充分 小 的 270, 
[Pix > oq 2) ) /st dsdt < o. 
而 当 s-~0, £0 时 
P{X(s.t) <— es t)i < st/e gs, t) —~ 0. 
因此 
Pi lim XG,0/ /20 +e sinnis) < 和 1} 一 1， 


下 
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由 s>0 的 任意 性 得 证 定理 结论 . i 
9.385038 RX MRR RA 
Ku) —— c|u|'C1 + zoe ou |e). (35.1) 
Hrpec[1.2 


ele.) = 


tg(maf/2) ae Æ l; 
(2ln |u |) /z.a = 1, 
则 P( lim XG.0/g,0 « 1} 一 1, 其 中 
aCa—])! 7 9^ (ei st) [lininis 1 Oo" dp «a2, 
S ARA a a— 1. 
T e, = ¢/|cos(re/2)|. 
证 先 设 il<e<c2. Wu 


Ktu) 一 一 clu|*| cos ^ +i " [en 了 | =— c(iuY /cos oe 
(35. 2) 


所 以 对 Reulz0 有 

Ego em, (35. 3) 
EXT Reuz0, (35.3) 右 方 是 解析 函数 ， 我 们 有 

P(XG,O > p) & (Ee) fet? m eH 
Bus upton’ 的 极 大 点 ， 则 


us = [efi Ce stad VCO” — up + custus 
=— castel p (e,sta) ] "7 (a — l)a 
—— Wis. 
所 以 PIX G, D > g «t erem, 
wig a1. WC 
Eee = g Pain 


Eus J — upt Cestulnu) /的 极 大 点 , 即 es = exp (rg zest) 一 
1^, #R 
- woe + Ger + unu f/m 一 一 Beste | ntm 
— Wise. 
出 POE GD > gp ge m, 
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FRE: Xf aE [is 2) JA gD， 有 
BB ' 
| PGD > a e oe o /sodsdt < os. 
这 里 假定 eG. 满足 方程 
Wisg = Inlan) 
HRR eGO ， 利 用 定理 9 30 即 得 证 定理 i 
9.36 定理 ”如果 X KASH, R 
PI lim [XGDi/ vsilninGD  — 0) = 1. 

证 TR ARTE TE X PAB DX GO AS. td gs.) = 
Vstünu]in(s)]|. [EJ 
PIX => 6p,02? <= LDXG.OD ZE (sur) —-0. 

ie HH AERE 9.30, HE ND el Mt 60. 4 
NE IX GU» eqs P V /st)dsdt — co. 
it X ES X 独立 同 分 布 的 计 程 ， 则 
Py | X Gs D — X'Cs 0! > ELS, t}? 
me P |X is.) j 2 Zeps D P X G.D]| mi eqs.p) 
ZPIX,DO] > ept LL — CDX (sD /eg G.to3 
所 以 可 以 很 定 X Tutia i. WE 
Beta 一 PLIN 
其 中 大 G0 一 | Leos Cur) 一 1]N(dz). 把 X 分 解 成 二 个 独立 过 程 
WAX =X, — Xn EEE RRA 


esu qux 
Fete ere — e" oe TEN ida) 


Regt teen s] Leostar) GO 
né po" == # 


H S = d(s,t) = st/pls.7). Uu 
Pi |X Cs, | 27 egts,t)} 
sz PIX GD 2» egG,0/2) + PAIX | 
D> Eg s.£2/2]. 
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[he EX LG yt) | T» egts t) /2) /st)dsdt x. oo, = 1,2. 
ow 


实际 上 ,如 设 # = res, st MY A = 1 A 
Pi |X] 797 ets ,t)/2} 
= 2P(X,Cs,0) > eps ,t)/2} 


= g EWR DE Fr aX eun 
Š 

= expí— eugXs,t2/2 + sf [Ch (ux) — 1]N Cx) 
q 

<exp{— eg, 2st 

[i 
+ | [CACT gs da/s) — LJN ida) 
xcexpi— el gp (s, /st + Pes o [Naso 
a 


WA r 满足 eD/2—a—1. WE 
P{|X,Cs.£)| 2» ep(s.t)/2} = Oinen ' J), 


所 以 
J Je |X, (st) | 2» eplsst)} /stdsdt « oo, 


其 次 
P| Xy¢s,t) | >> epls.t)/2} = 2PUX, Gu) > eps 0/21] 


epi 3/2 
< CA fegis 1) | PiX, G, > x)dx 
lU 


- (4/ep65,0))| (Cl — cos (ups 2/2) ]/u*) (1 — Ee? du 


n ess 74s] ca 一 cos] weg(s,t) /2 D/u*) + 


1 Í (] — cosza} Nida) bdu 


a 
= [Ast/egcs 3| Nala 一 cosur)* 
[1 — eos (uegts D) /2) ]/w! du. 
利用 等 式 [C1 — cosan) (1 — cosbu) /até du = mint la|, |51) ,得 
P(|X,G,D | > egG 2) /2) 
« [Ast/egGs 0) | Ndzymint [zi ,eps 2/2) 


2125 


om 


了 
一 [ast/egs |^ 'zNGD + 2sef N(dx). 


ET 
最 后 我 们 注意 到 
NAE Jos D 下 ZN d dsdt 


« a/»[Tf aN (dx)6(ds dt) 
22 04 Pls at? 
1 1 1 1 1 1 
x | =| | du| YA GT = | zl | ZN idx), 
2 t u 2 a 
rfe" 1[1 i 
[fi Nanaste c | | Nardsde 
ÜJ Üu Eg 3,2)/2 DUK: ve 
= q dsdtN (dx) = fN aa). 
a 


ne ar 


定理 结论 得 证 . I 
§9.7 JM Levy 单 及 其 相关 随机 过 程 


9.375 SM RABE X = (XOGO € RAT 

Levy 单 ， 如 果 对 任意 z= (5,2) € R?, 
XG) = 96s. OLX, + M! G) + Me) + MEs ,st)] 
(37.1) 

FH, g EELE R LAA RA (0) BJSEBESLES EE EE M". MÀ, 
M EEG EEGERE. XS 是 实 随 机 变量 , A (Xo MM, 
M HEI. 

9.38 定理 BX EJ X Levy BÉ. M X E(P, F”, P) x 
马 氏 过 程 . 其中, Xr. ys ER, BEB, (0,0) C aw) <b, 
a), 


Plu v15—u,.t-—o;x,. yz. B) 
x 


EN X z 

m P(gc.o| g Gi t) T gG;,v) Gg (u,v) 
+ MCG,220.,)0]) € B), (38. 1) 
Pl(u.y;s — u, B) 
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1 — 1 
=Plg gool žy 5 + MG) Mica) e BI, (38. 2) 


Pens u—cuwB) 
[o € | 4- E — 7 r | 

= P1900! HO Mea) Mw |e Hj. G&. 3) 
WE (C yian = - 26:5 D 
G) FEE (38. D 确定 的 — ROA RB RRR. AWE 

SP 的 水 平 转移 性 种 竖 直 转移 性 即 林 只 证 前 者 ， 

Uy Oar DELL, Le M. XR, ECR!, & 
G = girat) iple y + PG wt — flaws + Mle). (n, 


PE 
并 记 G 89289 Pe WG Mri. Gt) ] fir. E Uh 
MG. 08,004 = MC Gee) Gu] A MEC DG eaD ]. 
(38. 4> 
HY Xcr4ucgrsEHLAPhÜFubini EXE. XI BE, 38.40. A 
P(u,u;s—u.t—vimry,x 5) 
= Pig(s.DGln uy + pavz — Qo vox 
+ Mtv). G0 De Bj 
= Plgts.DGG, DG + dus — PO we 
+ OMGra0.Gu) D € Bi 
= [Pig o Goog + |Guai0x -~ PCr ue 


it 


+ MUr ev), G07) © BrPoGm. 
3X3É. di (38. 1D 得 
Pus O Hi TYE N i) 
= [reves — ryt -- vie Qux BP Cage — Hat 
— Ux yE dq) 
从 而 得 这 56 dE eS os 
qi) 类 似 可 证 PI. 0 Fe AS Bee Se CAR 
qi» FETE (2, GU. S6) MAM. 
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设 Ouds, vied. rz. YERL 12 Ho— 965,00 (dn 00x + 
Mis 一 M' G0), AHE Ps 为 HH 的 分 布 . 由 独立 性 假定 知 , H 
M((u,0),(s,v) | 独立， 故 如 前 述 ， 由 (38.1) 可 得 

Pig(s.v)C— plur — pluv y + 6,00 
+ M(Cu,0),6s,0) ]) E B} 
= [Pig Gc- PCa Qa + bevy + $G.005 
+ Mila, 0), Gp € B)P (dy) 
= [Piu 0;s—u soir yp BP (urss — ud}. (38.5) 
但 容易 验 江 
— plu Oar Bay + 06,08 + Milu, 00, G0] 
= ju v)y + M's) — Ma) + MQG0) G0]. 
ERES S r AA. 从 而 8.50 和 右 方 与 x BK NPSL RH 
S. 类 似 证 Z +e GB. 

Civ) fEWE X RELA CoU, 57, 87) 为 转移 函数 联合 族 的 宽 过 
KARE. 

设 (0.0) X (ao Gua. BW 

Ast) = gG Aa + M'Go + ME) + MG a0] 
= 9st) (hla DX QVE) + os vd AX Cs 
— di(u.v) X (uv) + MG i) st) 1. 
(38. 62 


由 独立 性 假设 可 知 ， MG. GO] 与 S OD 独立 . dE B 
(38.6) ,经 直接 计算 可 得 


PG) € BL Q0) 
= P(gü.aoOG OX Gest) + ols eX (xv 
— pluv) uw) — M (mwd G0 D 
€ B| Xii Xu ,XCG. v2) 
= Pu vs — est — viX Qu v2 X Cu E24 X Gr ud. BD. 
Bim X Jeu IXIDE. Ho Bee E. 
= 2156 


SR, 边际 过 程 大 = {gG OLX. + M'(s)],5 0} AX? = 
(gCo,DL X, + MG) t zo 0) 都 是 单 参 数 马 还 过 程 且 分 别 具 有 转 
FS oh RR SURE SE. 

SHO Sh, E OR FE RT X 5 XO RT XOD = gC 0X, 
条 件 独 立 ， 从 而 由 定理 5.8 XE GG, SU, P) 宽 过 去 马 氏 
过 程 . 

CV) SEIE, XE (P, DM P) DRAR. E 

下 面 证 明 Levy S864 EF Dag RAM Levy 单 的 指数 函数 构 
成 的 过 程 都 是 具有 相 和 容 转 移 昂 数 族 的 两 参数 过 程 ， 从 而 是 * 马 氏 
过 程 . 

9.39 定理 i X Ban (37. 1) 的 Levy 单 , g(s,t) 二 1. 令 
Ys, —tgXG,D. MWY = (Yir), © Ri} EP, E, E) = 
马 氏 过 程 . Het, Ht O0) Sew <1). FER BE SB, 

PQu,ujs—u,t—vix,y,z,B2 


u pfe + dG,y.z)tgMGmusm) C.) 
Perey) — $Gruyz9tg MG 0. Cs,t)] 


€ B), 
(39.1) 


这 里 , plr yn) = y -+e + ryz — xadx.y.z20— 0p0p +y t rz— 
zy ji = ], 24 


P' (ua ys—u,B) = po o Dn € Bj. 
(39. 2) 
证 首先 注意 
YG.0 = tgi X ie,t) + Xn — XGv5 + MCOi v2, (ss 
t] (39. 3) 
¥(s,0) = tg[ X 4,05 + Mis) — M!(w)], (39. 4) 
Y(CO, = tg X(0,20, + MO) — M' CoD]. (39. 5) 


反复 应 用 公式 tg 十 p) = (tga + 1g8)/C1 一 tegatgp) 可 得 
uU #(tga,tgb tec) + P(tga,.tgb5.tgc)tgA 
tg(5 d-c—ad- A) = Jtga tgb.tgc) — Piga tgó.tge) tg 
(39. 6) 
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Hi ath ord B P te Maw), GO] 5 FLO) 独立 , 从 而 由 
(39. 3)(39. 6 (39. D 有 

PYG.) € BS Y») 
FLY (u,v) Y (iO, Y Guo) EgUY Qv) Y Q0 Y G9) tgM 0) G0 | 


=P ALY Gi v) Y (u £), Y (5,9) | - Y (a 9). Y et), YG,2) teM uv) (5,2) | ` 
€ BI SO») 

= P vis—u,t—viY(G v) Y (ut) Y Gv). B). (39. 7) 

类 伏地 ， 可 得 l 


P(Y(,0) c HiYGr,0),0s;rzu) 
Y 0,0) + tg[ M' cs) 一 M'(u)] 


=P 1- Yu, oel MG) — M GO] c BlY£r.0O.0z;rsuw 
= Plu Yl 0);s — u, B). (39. 8) 
P(Y(0.D € B|YCO,A),0 xt h s v) 
= P*(v,Y(O.2,t— v, B). (39. 9) 


X H1 (39. 60 fll tg (a t £0 (LRL AA SALUS ABI o ARRA Y 
= (Y (s,0),s22 0) MY? = (Y 0,0, 220) Xr Y (0,0) 条 件 独立 . 

因此 ,如 能 证 明 539. 10 (39. 2) 确定 的 (FP! 527,52). 是 相 容 的 
转移 函数 族 ， 则 依 定理 5.8 可 得 证 本 定理 . 

Gi) 往 证 P 是 三 点 转移 函数 族 . 对 Ours, Oct. x, 
yz. FER', $ 


_ gGeyO + May OteMCuv), Gu] 
Pry E — SG y O1gM (u,v), Gr, ] 
车 记 Ps AA 的 分 布 ， 如 果 能 证 明 
$G y + Pry zig u,v), (5,2) | 
PLT yx) — $GytgMCQ v2, G,0] 
KEH.) + (BH z)tgMQr m Gt) ] 
HE Fz) — KE,H  DtgM Clr), Gp ]’ 
则 仿 定理 9.38 的 证 明 ， 由 (39. 1) (39.100 有 
P(u,v;s — u,t — vir.y,z.BD) 
=P $CG ,H az) + PEH ,z2tgM(COG v2, Csrt) | 
PE TT ,z) — pE, He tgM Ur v2, 6,0) 


c39, 10) 


EB 
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= $C. + Pen 20tg MCOr wv), (5,09) 
bos 一 $8.9, z)tgMCG v. (st) | € Bi Puldp 


== [Poses — ret — V, Rz, BMP(u,vgr — t,t — Uz, y$ dg). 


UK RB ERY. 类 似 证 竖 直 转移 性 成 立 . 从 而 F 是 三 点 转移 
BR BUR. 

往 证 〈39. 10)， 分 别 记 (9.10) AAMT. 4p BEXS V,RI 
V. Wi 

A= teM((u,v), (r,t) oe = tgM i irv) D, (39.11) 


则 经 直接 计算 可 得 
V, = $(€,H,z) + EH ,z)g 
—À 
= Ka oie Be (39.12) 
其 中 
A = (1 + £x, yt) le — Eplay) 
= (1+ Egliz, y, 
B= (1 + 4G ,y,8) — (x — Mix, y, s) 
= (1 + pr, y, È). 
故 


y, — UG OQ. — aw + play DAH YI + #) 
! pir, yE) 一 P(x yA ' 
类 似 地 可 得 
TY 一 [Gr y, 01 — Aw — dx y ODA 9-10 JO. + &) 
? gG y. 6) — $C y Ea 
AREA (39.10) 右 方 等 于 
Vr — Aw) ry + wd 
Ve Pray EI — Ag) — roy IA + wo) 
— CX Hz) + PCT yr ZEA + ofa — Ag) 
PE£ y z) 一 P(r y z) CÀ + o/c — Aug 


(39.13) 


fH i (39. 115 A tgo + A 的 和 前 公式 ,有 
pte = tg M0) G4] + Mr (srt) ]} 
= tgMCG ,v) GG. ]. 


RA (39.13) 可 见 (39.100 成 立 . 
Gi) ah, BES’, P 是 单 参数 转移 函数 族 ， 用 类 似 于 
上 面 所 用 的 方法 ， 可 得 
[P Gu nisu dDP 08H tir y B) 


— X. + tgif" (4550) | 
Pl; 一 ytgM" (u,5,v) € Bj,0 scu so 0, 


(39, 14) 
Hp M's) = M'G) MaD + M(Gu,0, GO. 由 于 
(39.4) BAA x AERA. AMAIA, RP AS 相 容 . 
类 人 证 P 与 S7 OWUE. Fm (6. SU. 52) BHA. a 
下 面 考虑 广义 Levy 单 的 指数 函数 . 
9. 4 定理 RX Ji (37. D 确定 的 广义 Levy 单 . 令 WG, 
H = et YW = (Wee) ,xz € RL} ELP, P,P) BER. 
Hop. HOODS U LG D ax ER BED, 
PO vis — ut —vi1x, yz, B) 
=P{x FEMI g AG COD ga /g E 9B GM). HD] 
€ B), l 
pP Ca, yss —u B) o P ( yf (09/9 CHO gg (mM c) -M e] ec B), 
P? (v,z;t—v,B)— P (g9 90 ng ODPO Moe py 
证 注意 到 


Wis,t} = exp {9 (st) Xut) | XGo) —— Xv) 


g Geop gu) gv) 
+ Mum) Gu) 
= [W (u py] Ole eo [W (s,v) ]9 90/9 e» 
. CW € 2U)] £000 eg UsDMLU V Orr] 
用 类 似 于 定理 9. 38 的 证 明 中 的 方法 可 得 证 本 定理 , 
9.41 注 定理 9.40 H[3É 4M NLA HES. BEX RU Levy 
Ho, FER 上 严格 单调 的 连续 函数 ， 其 反 函 数 广 : 也 连续 ， 今 
Wt2) = f[XGO]). ASF 3g B8 9. 38 的 证 明 , FSW, = 
(W ,G),z € Ri) CF), 925,52 % BRE. 其 中 ,对 (0,0) < 
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{uo « G,D,x,yx € D = (Jir): ECR) BEND, 
Pr(Qu,vss—u,£—7;x,y.z,B) 
= P(u,vis—u,t—vif(ixD. Fn Jiz), FEB). 
P'Cu,x;:—u,B) 
= P(ufixxs-—u.fiB). 
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] a 两 参数 随机 事件 流 


$101 eR 


EAP, RSZK E EFEMERE. 

10. 1 EX REE MASA X = (Xle) z € RRA 
两 参数 随机 事件 流 (简称 两 参数 流 )， 如 果 X SM. BX) 
二 0 对 z 忆 加 ,而 且 ， X EEEH. 即 对 任意 Osia Arz» 以 概 
E 1,X (z,,2,] 20. 

10.23EX. ASR X. 称 为 平稳 的 ,如 果 对 任意 ysyt 
z€RVIRRCE, WEE PiX Owy 十 z] =4) 与 ?3 无关, 记 此 概率 
Aj Yule), 并 记 


P(x) = VIGO. 
f=i 


10.35 M. PBR X RAMAN. RX Awe. 
10.4 定义 设 X 是 两 参数 平稳 流 ， ASDA. Ke = 
EX (1, D 为 该 流 的 强度 . 


§ 10.2 两 参数 平稳 流 


ATH, HEX 为 两 参数 平稳 流 ， 且 存在 O<2 ER. ff 
Voz) 21. BR, PH 区 是 平凡 的 . 
10.5 引 理 be — (a,6)>0,. BH f(z) Ez € (0,e] 上 非 
fa SEF e) A 0. OM e, = Cr) te = Cree ypz 十 23 
: 221- 


E Oel]. E 


flr yi + ya) x f(a, +9) 十 f Guy. €5. 13 
Fx, + ti) s fGonsy) -+ Ery). (5. 2) 
Pes PO 


则 当 x, 0+, 44—0-- HI. 
WEHR, ER 
10.6 定理 ”对 于 两 参数 平稳 流 和 ， 当 一 0 十 ， :一 0 十 时 ， 
Ac D. EE ACO < A L 0). 


证 依 本 节 开 头 的 假定 ， 存在 zo 一 (a, b) 770 fi Ju C) FO. 
BIR, Cz) 在 (0,zo] PAE EI. IX EO] X (0.4, 4-5] 
C. (0,2, ] 中 至 少 出 现 一 个 事件 , 则 在 C5, ] X (Ost, ] COS 1X 
Git 十 如] 中 至 少 出 现 一 个 事件 ， 因 此 ， 


趋 于 某 AO Ax o». 


dn Gi 0) 十 te) SS dO SD + dn: ata) (6. 1) 
同 理 可 证 i 
PCs 十 set) X S + 6, Csat). (6. 2) 
然后 再 用 引 理 10. 5. a 
LA E 


10. 7 定理 HX REP S EGER. 则 对 coo, lim 8-7 


At. 


AE 伪 定 理 10. 6 的 证 明知 , XEFE £0, 当 s 一 0 十 时 ， Aen 


趋 于 某 g(0 过 a 过 00) ,由 (6. 166. Dnt 
a = 12 由 定理 10.6 得 


= At. | | 


10. 8 定理 E 区 是 零 初 值 的 两 参数 平稳 流 . WE OL GD, 
EX(s,t) = pst. 
证 ioc tv), 为 自然 数 ， 则 由 假设 有 
EX (nu,v) = E{X (u,v) + LX(Qu,v) — X u,v] + 
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+ [X inuu) 一 和 (Ca — Du,2)]) = nEX (u,v). (8.1) 
对 自然 数 m, 总 存在 与 mw 有 关 的 自然 数 , HE, hx 
的 矩形 增 性 及 (8.00 48 | 

* EX OL ,v) x EX Gu v) < LEXG- 1,0) 


—5TlpXO,o. 
35H 


4 mm 一 co 得 EX lu, = vEX(u,1). 类 似 地 有 EXQ.v) = 
ukX(1,v), 于 是 
EX (5,6) = SEA (1,:) = stEX(,1) = øst, E 
10.928 R X J&EWiS BRE We. Xu aca. 


证 ”由 定理 10.8 知 , wot 一 DVG, D m S (st = 


kal 


dh GO, FEAR GE BE 10. 6. a 


$10.3 两 参数 平稳 无 后 效 流 


本 节 设 和 是 两 参数 平稳 无 后 效 流 ， 且 对 任意 的 <z, UY, 


(z ?一 1. 仿 单 参数 平稳 无 后 效 流 的 推导 , BAV G D =", E 
中 常数 OA +o. 
10. 10 引 理 Rez = (a,b) > 0, /CO 在 zxz € (0,2, ] 中 非 负 、 


RUE , veli SS seco sd 中 有 界 , 且 

fGnx.ny) & mnf (ayy) + em ntry. (109. 1) 
HP coo AHR, m. nA. ox. ny € O, z) Ws 
root, yoti, HE 2 aug p, O<P<oo. 


证 d O0<c=(s, 0x bars, > 一 二 H (10.10 有 


Kf G,.O0 x maf] 2L Ed + c(st)’, 
m n 
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f LAS 
m'n f Gt) 
z = = Ta (16, 2) 


s 


m nn 


设 8 = Tim Ioa , 则 0 <B < oo HER e> 0, 3E s, E 


anne 


le. AE FGsD/st > B — e REO Gu) « GD ， 则 存在 
c 


m. 


Gr, y) 充分 接近 0 时， 


ER 4 
fan m'n 


xy Ey t 


m-—-1 n—l 


Xy . AREA (010.20 , 24 


| s £ 
| m-Da-D. n'a 
B mn s 
mn 
> 人 1 一 xli-i 1| fe) — cst. 


4 m, noo, JERER s>0 任意 ， Ar 所 以 


yoo 


lim fos g " 
10. 11 定理 i 是 两 参数 平稳 无 后 效 流 . WALDO, 极限 
m AEA 


FE, ip A. 
证 42-1, 结论 显然 . FRR R1. MHz, (2.50, 


yz) 在 (0,zo] he ff, AGES. 由 (2) xA ) 及 gy Gat) sss t) - 
e 


lim 


A Gto 0) 3891. 7? EGD € Que] 中 有 界 ， 记 8 为 其 上 


A. 并 记 "s 9,9... 则 对 一 切实 1, 当 (sme) € On 18. 
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有 
(n 


du ont) & nds Gu) + au ase)’, OLI) 
RRE, n=l HRR. Bee ERE., Mi 
k 
ils C2 + DOK 94 GS ge ssnt) 
i=0 
k—1 
S du Gs nt) + alst) + 9 Gd, i Gon 
i=l 
< a + DaD + 2972 A, ary, 
BP (11.1) 对 = 十 1] 也 成 立 ， 与 1-1) 对 称 地 有 
du Qus £D) s mda) + mn — D A st, 
所 以 有 当 Gms nt) € (0,2,] 时， 
du Gns nt) < n [mds Gt) + 2D A sr] 
+ raD A c? 
< mnp ssf) + mm ALGDE. 
利用 引 理 10. 10 即 可 . [| 
10. 12 定理 KX ERBSRT EUER. A>0, £290. Ml 
lim Got) — Aut. 
iE ”由 平稳 无 后 效 性 ， 对 任意 自然 数 m, k RE S0, 
d. GO DE) = >) BVA) Ve Gin) 
m—á 了 一 个 
4-1 
= J VG, Opals nt) + Ws) 
t= 
ze sunt) + (st). (12. 1). 
用 归纳 法 可 证 明 
p(s nt) = n| 1— 2 7 Let | a G D. (12. 2) 


实际 上 , n=1 ff, 12. 2» BR. na FA, WA (I2. D (12. 


2) 得 
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fils, Cn +198) > eal 1— 


n—1 


; Ast | s Gs) 十 d. Gu 


zn Df 1— Fast) an. 


M&A 1.1 2.2) 有 


f t i 
. bre] 


Ó] 
t i 1— 2 As 
s. — 
n 


Hd se 1 一 二 


< PCs rt) 
E 


x 
$ 


由 上 式 及 定理 10.11 得 证 定理 . 
10. 13 求解 V. Gs. 


任 取 正 整数 4. $ 
Vist) — Ay Ai 


Pr = B Dt) A 
则 对 任 20, 

lim LË par. 

J 一 办 可 


£ 
n" 


* 


Hef V. G2 /d. Gr 6D BRE CCa 02, Ca 50 + GO] 中 已 出 
现 事件 的 条 件 下 , 出 现 & 个 事 忻 的 条 忻 概 率 . 该 比值 当 s, r0 时 
的 极限 pr， 可 以 春 作 是 在 某 确定 的 点 Ca. D) 已 出 现 事 件 的 条 件 
下 ,于 该 点 怡 发 生 记 个 事件 的 条 性 概 率 . 下 面 对 两 参数 平稳 无 后 效 


WX. OR VGD 的 一 般 形 式 . 


(Gi) BHTXPsc0. £0. r>O RARE, 


k 
Vials + c) = SOV Ar VR 


f=¢ 


Bj3 r0 BE Volt) = 1 — Ar + ofr) 


Vis + tt} — Valst) 
r 


AE) sf). 


QE RIOH 


= — AUG. + > VP y, sur) + ota). 
:—1 
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Tien +t) 


4 r0. f$ 一 一 一 一 存在 , 且 
men rtd — uV, lst + Seow. Gi) k > O0. 
. | €13.19) 
再 加 上 骨 显 的 关系 式 
ot 一 一 MV ,Cs ,1), €13.2) 


i 


利用 C13. 1013. 2) n[ £L AE H V.C £e). 为 此 ， E 71,68) 
e" Vis, D. W3 D 化 为 


a ; - 
20.6 = A5 PUC) E = i.e 


由 此 可 递 推 地 决定 Us), AD V.G.O. Pili. Ep (ss) = 1 
au (st) 

as 
MiG Ui G,D = Atp Vi G,D = Astpe " . onn 


Gi) FAR RRO PER VLG.) psa dg. $ 


= Atp. 


F(s.t.2) = DVils tr, (13. 3) 
大 =D 
Wa? 3E 13.1) (244 k=0 RFR (13. 220. JX} k RAB 
Ect, D) _ xd S pil )F G2). 


fst 


4 $a) = MN pix. AIHE tx FOL) = VIO = 1, 故 对 


fa] 


s 求 积分 得 
F(s,t,x) = ehh”, (3. 4 
由 (13.3), FD = $,ViG.O —1, RH O3. 0 得 
= 
D= Sip, = 1. (13. 5) 


fo] 


RH, MMBREBAR RH. AR (13. 30 的 FG) 


具有 形式 (113.4), Hpa>o,. ¢ Cr) = Dip", 而 co. 2/5 
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=1. 
往 证 其 道 : WA. pr, CRI 满足 上 述 要 求 . 则 存在 两 参数 平稳 
TRA. Roskes 13-4) 给 出 ， 
RE X" 是 Poisson BM. 它 是 零 初 值 独立 增 量 过 程 , HE Ce, 
b). Ca D) + (sot) ] 中 出 现 上 个 事件 的 概率 为 
Vi (sit) = e OY 13.8) 


Poisson 单 在 事件 发 生 的 点 上 只 出 现 一 个 事件 ， 但 两 参数 流 本 身 
一 般 来 说 未 必 是 Poisson 单 ， 因 为 我 们 容许 在 事件 发 生 的 点 上 以 
正 概率 出 现 多 于 一 个 事件 . 设 出 现 ! 个 事件 的 概率 为 户 0-1. 2, 
…, 它 不 依赖 于 给 定 的 出 现 事 件 的 点 ,以 及 度 在 此 点 以 前 的 演变 . 
由 些 , 我 们 可 以 根据 Poisson 单 下 "构造 一 个 两 参数 流 七 ,下面 证 
X AHAA 13.4) rH. 

在 每 个 出 现 事 件 的 点 上 出 现 的 事件 数 是 随机 变量 ， 它 取 值 / 


的 概率 为 p 0-1, 2, c. ERRA AO 一 opa. 任 取 个 
不 同 的 出 现 事件 的 点 ， 且 以 p(k) 表示 在 这 7 个 点 上 一 共 出 现 * 
个 事件 的 概率 ， 其 母 函数 为 ph)x*、 出 于 在 请 事件 点 上 出 现 
的 事件 数 相互 独立 , 故 

S eoa = [$€x)]. 
3—JWi. BE X S poisson 单 X' 的 关系 ， 有 

Vist) = JAV Gt). 


ind 


Hb (13.6) 得 (13.4). | 
综 上 述 ， 我 们 有 
10.14 定理 设 区 是 两 参数 平稳 无 后 效 流 ， 则 其 母 岗 数 
(13.3) 有 形式 (13.4)， 其 中 


A> 0,5, 22 0 = 1,2.) Dp = 18x) = SI pr. 


im] #=1 


C14. 1) 
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反之 ， 设 (141) 成 立 ， 则 存在 两 参数 平稳 无 后 效 流 匡 ， 其 母 函 
数 有 形式 13.4). 

19.15 定理 设 久 为 两 参数 平稳 无 后 效 流 ， 则 六 为 Poisson 
单 的 充 要 条 件 是 pA FN, wd. 

证 由 定理 10.8 和 定理 10.14, 


w= EXO,D = Sav.) 
PL 


= ACp, + 2p. 十 3ps + rn, 
KM u—AOp —i.b;—0 (AZ). 10.13 Gi), RSH X—X'^, 
BI X Æ Poisson 单 ， 由 定理 10.9, W eA. HE pA. ü 
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1 Teoisson 单 和 广义 Poisson 单 


Poisson 单 即 两 参数 Poisson 过 程 , 是 一 种 特殊 情形 的 两 参数 
独立 增 量 过 程 ， 也 是 两 参数 马 氏 过程 的 一 种 最 基本 、 最 典型 的 状 
AS at. DUX Poisson HE Poisson 单 的 推广 . RR, 我 
们 就 广义 Poisson 单 进行 叙述 ， 状 态 空 间 EE 是非 负 整 数 集 .Pois- 
son BH Y Poisson 单 的 特殊 情形 . 


$ 11-1 JM Poisson 单 


1L15 X, EX = (X(z),z € Ri) 是 取 非 负 整 数 信 的 随机 
it. PRX ASM Poisson 单 ， 如 果 下 商 前 G) 一 GD 满足: 

G) 零 初 值 ， MX) = 0.7 € X. 

(Gi) 独立 增 量 . BOER 0x5 «53,0 móc. 
tz, Goto BMX (ez, mq SP ml «aH 
EIR. 

GiD X Poisson fk. BUXI zz. gE Ri, 


— Fiz «24] . E 
PiX Ge jk =" AP Gon , 


€ E. 
(1. D 

Hp. ME FO; m 
m = (FCA), A € FE L-S WBE. FAD = 0,34 2) Ls, 
A OO< Flee, |< Fle) = FO] ce RI 上 的 

连续 函数 . + 
WE FREI X Poisson p938 AFM EF GO BE ER EC. 特 
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BOHR. 34 F(dz) = Adz(A > OA RUD LP X. Poisson $ X RH 
Poisson A, A BK Poisson 单 的 参数 . 
由 于 定义 11.1 O. BR, EERE XO 2] 一 XC). 


$11.2 广义 Poisson 单 的 基本 性 质 


11. 2 58. EXC) =F Cr) ELK (ce) T —LF GO +1 F (2). 
证 明显 然 . | " 
1i. 3 ERR Pom A XD x Kle). s. 
证 Kase + 
A, = [0,2,],A2 = (069 z,,2; @ zo]. = men (3. D 
A, = (2, G9 0,2, 60 hA = A, U A, U A, 

则 [0,22] = [0,2,] U Ast 
A(z.) = Xle) + XLA) 


= X (z) + XCA) + KCA T KCA), (3. 2) 
而 由 定义 11.1 Gi, X HE XCAD SO. a. s.. WX) 
zXGas. 1 


11.4 EM. 广义 Poisson 单 是 随机 连续 的 , 因而 是 Levy $. 
证 Be, ER, $ y=z Az. Wi 
EIX) 一 X| x EIX 一 Xo] + EX en 一 
XG2| 
= EEX iD — XGQ»] + E[X(z) — XCy) I. (4.1) 
AHEM II. 2, bra FGO — FO) + FG Fey). Hi 
T F(a) 连续, BM = 一 zs 时, 必定 yzz, 因而 (4.1) 右 方 趋 于 


0. MEXR 一 > XGO, BA Xz) —> XH). a 
由 于 性 质 11. 4, 依照 8$1. 1 末 , 我 们 可 以 很 定 广义 Poisson 单 
X 是 完全 可 分 的 ， 可 测 的 ， 今 后 我 们 恒 作 此 假定 . 
依 定理 9. ?24， 可 以 假定 对 一 切 wm， 存在 唯一 的 < AT XH 
HÉ XCA, w), ACB, WES A= Ce, m] 时 , XCA o) SRI 
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E Xz, 2.) 以 概率 1 相等， 由 定义 1110, XC(AD. = 0, 从 而 
X[0,z]— XX[0,z] ， 由 独立 增 量 性 及 0.1), 我 们 可 以 得 : 对 有 
界 Borel $ 4CR3 ， 有 有 

Ay} 


PIXA) = k) = erm FOE Leg (4.2) 


1i. 5 性质 LRL, 3 一 ]， 2, zz» 则 对 任意 正 整数 。， 
P(XGO — XG) zn) 1 (5.) 
m [FC — F(z,) > n]' , 


证 HP G.D 中 的 记号 ， 由 (4.0, XAD U FCAO WE 
数 的 Poisson 分 布 ， XG) — X) = XCA) 有 Poisson 分 布 , 参 
RG F(A) = Fep — F), 即 

P(X(z,) 一 Xle) = 4} 


= poU) - Fey LFG,) 一 Fiz) P 
! 


SÉ C E. (5.2) 


由 于 FG) GEB vom zx 时 ,PC4) — 0 ， 故 由 上 武 得 
PIX — X(z)) Len} 
nisu? VOI 


= gf LEAF T of [FCA F*!5, 


由 此 得 (5.1) B 
H.6 性 质 《〈 单 跳 性 ) BCR, i=1, 2. zem. Ml 


TQUE PIX (2) — X tz) = 1} ~~ (6. 1? 
证 由 (5.2)， 上 式 左 方 极限 等 于 
. 1 — e Ft — e F'^FCA) 

Hm e PCA) = 0 E 


11.7 性 质 (XF) ER } 半 于 { Fc CRE HR 
gi. 
证 Hn. AIM EHE, 
EUG 2, 72) = EX (2,21) = Flee]. 
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E It A SR e. | 
11.8 定理 (Kolmogorov 0—1 £8). 设 序列 D.C 585. D. V É 


如 果 4 € D FOD) , 则 PC4)==0 或 1 
证 HBA RYH Borel RHIB|-«os m FO — Du) — 


FCB) X(B) == limX(B — D, 5 AF CD.) 相互 独立 . 故 


X(B) 与 A 独立 , HEBER, MAS S. V， 多 独立 . 从 而 
re 只 十 


ASARRE, TÆPA 一 0 或 1. E 

由 性 质 11. 4 和 可 分 性 立即 得 

11.9 性质 以 概率 1， 天 在 固定 点 eC RES. 

这 说 明 , 对 xzE Ri. MILE e€ 0, TFTE c IJ 6 Bah ale, 
à) (B3 z'€u(z.8) 时 , X(z',o) = XOG,a0. Xi T ECOXGOI 
logt [X GO D sc E| X (G2 |! «eo , HPA RRM Bakry XE 382. 26, 
X HARI. 因此 ， 令 后 我 们 总 设 广 义 Poisson E X Æ 
Borel 可 测 的 ， 完 全 可 分 的 ， 右 连 左 极 的 . 

11. 10¢ER EY GO — X GO — F(z). Wl]. Y — (Y GOo.z€ RA) 
是 局 部 平方 可 积 革 ,与 了 相 联 系 的 增 过 程 是 Y >. FG. 

证 ”由 性 质 11. 1, EYGO —0.E[Y (22 P — F(z2 x oc, 由 性 
质 11.2 知 Y 是 局 部 平方 可 积 款 . 

为 证 < Y >. = F(z), REE LY (zx) — Fee © Ri 
BR. ink. Y 也 具有 独立 增 量 ， 设 nn. A G D 中 的 记号 
A. 有 


EY GDJ 一 FDF} 
= E(Y GD PIF.) — F@) 
= E(LY GOT — 2Y DYA + [YCAYT 7.) — F e) 
= [¥(z,) F+ FCA) — Fle) 


= [Y GO] 一 Fiz). a 
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$11.3 Poisson 单 的 等 价 定义 


11. 11 EE RMSE REPRE. X GO RRE R 中 
出 现 的 事件 的 个 数 . p X = Xle), z € Ri) E Poisson 单 的 充 要 
条 件 是 

O X 有 独立 增 量 . 

GD X HEA = (a,b), (2,6) + GOL RIB EL & ARER 
PIKO =k) HAG, D AR, MA Ca, b) 无 关 ， 记 此 概率 


Vhs st). Vols st) 25 0,VoG,D 95 1, Vast) = 1. 
4=0 


《ii X ZEA CB]. Gi) 中 至 少 出 现 两 个 事件 的 概率 iG LE CHI 
PIXA) 22D 是 关于 se HBR, BB 
= 0, 


Gv) ZA, HMXG) = 0.2 € X. 
证 必要 性 易 得 ， 下 证 充分 性 . 


由 (i) GD; Æ BHE Voll,1) = [v [ILT. M w 
vel os L = g™ ;其 中 0 过 8= Vo(1,1) <1. 由 此 易 得 


Valst) = F. (11.1) 
9 二 0 时 ,VG = 0,0 — 1 Bj, VoG, D 2 1,2955 Gi PR RE 
FEDER A> Off 0 — eC. ECL 1), 
Vi (set) = en, (11. 22 
为 计算 VG. HE B= (00,00 G D] apa ES, n 
Sk. AV UEBBURE E ACTRUE d ie HEBEL P SEU ,而 其 余 
m — k PPR PPAR SE}, A, — UE Bn’ PPE, 
至 少 有 - -个 出 现 至 少 两 个 事件 }. 于 是 
V. = P(A) + PA, dE B Hp e PRP), 
(11.3) 
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2 


J .由 Ql.2) 及 


3|™ 


am rao opiati 
Gi) 5. "ED" 
£ 


(à I - e" [1 + Q2, 


5 
(x 
k 
P(A) — e d 1.4) 


T = | Mu +0], 


Bi Gi), PCAD <n | st + |o. FE, KM (11.3) f8ViG, 
Cast) 
peg EDO i 


11.123038 在 定理 11.11 H, 条 件 OO Gi) Gv) 保留 ， 条 


ft Gu) wA 
"- PiX(s,t) > 1} 
GH PUXGo) =1) T 


定理 11.11 的 结 论 仍 成 立 ， 
证 WEM 11. 11 证 明 . ü 
11.135838 在 定理 11.11 中 ,条 件 CO GD Gv) F. 条件 
qi) PO. 
Pst) _ —& 


(ii WER s, lim 


定理 11. 11 的 结 论 仍 成 立 . 
证 必要 性 易 证 ， 下 证 充分 性 . HEM 11. 11 的 证 明 有 VAG, 


D =e", We Sl. sa 
VG, £t +7) = ViG.0V, 》 — Vii ls V (s,0) 


+ OMVaaGDViGsD. (13.1) 


er: 
4 or 时 ， 有 
File) = 1 — àsr + olr}, 
ViOs.r) = Ar + olr), 


此 
2 V, iGSOV GT) S d.c) = oC). 
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EH (13.1), 24 c0 时 ， 
ViGsst tr) = (0 — AsOV,LG HAr a G0 +07), 
从 而 
aV, - 
€ = A[ViiG.O — VG] (13. 2) 


HA V_, (se) = 0,8 Ext 对 & 一 0 也 成 立 . 
SBR Fur) = DVG, Rd 13.2) 易 得 


AP uis) = ACr — DEFC tx). 


加 上 初始 条 件 FG 0,2) = Vts,0) 21, RA 
aan Cast} 


od 


F(s,t,r) zog cn = de a, 
à n 
所 以 
点 
V. G.£) a ac GET = 0,1,2 (13.3) 8 


11. 14 定理 ”对 于 零 初 信和 的 右 连续 过 程 ， 下 列 三 条 件 相互 
等 价 ; 
G) X Æ Poisson 单 . 
Gi) 对 任意 实数 Be. ER}, nen. PA = Gin]. 
XCA) 的 条 忻 特 征 函数 . 
E (eX | 7 ) = exp(AjAl(e* — 13). 4.1) 
其 中 |41 表 示 A 的 面积 ， 
Gi) a» zo zo AR Gi), X CAD 的 条 件 特征 函数 


Ee) (sr = exp{alAl(e*— 1D) 14.2) 
证 GD -= GO 自 叉 的 独立 增 量 性 昂 得 . 
GD- GI n= Go n6, D. =| utt, vt 
(s, D. B GD, 


1 


n 


< 


A, = Ele | 5) 
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= exp {iaX( Cu vo. | u + =} | 


+ 1axX PLE [sot il] 
t 
十 一 “一 二 | 作 一 "一 元 c*— 1) 
> gie» ue». 1), n--oo 
由 定理 2. 8， 
A, SE, EFA NFE), 
故 得 (14. 2). i 


Gi) > O 对 任意 的 7E€ F., a, BER, 由 Gi), 
Elet, = Ele E[e**^ | n F:]) 
x 
= exp {Al A |C" — 1)} Ee”, 


这 表明 , XCAD 与 了 独立 , HRABRA al Al By Poisson 分 布 . 故 
X 是 Poisson A. a 


§11.4 JOM Poisson 单 的 截 马 定理 


LISS CRO) X= (X), zE RL} 是 两 参 
数 过 程 ， 设 测度 Foe CH 1.2) R) 对 s>>0, £0, CRO 
OX = (X50) se 0} = [XG ,t),t 0}, Ass du) = FCs 
Fu) — Fst) AG +o) = FG — FG). Wi Xx 
以 下 为 强度 测度 的 广义 Poisson Hay RERIFE: 

(i) Ero, X 是 单 和 参数 广义 Poisson 过 程 , 其 强度 函数 是 


A (s,s tas X'(s tu) — XG) Pde > os gu 独 yr. 
Gi) 固定 ?0，z 是 单 参 数 广义 Poisson 过 程 ， 其 强度 函数 


EAH E+ — YGY 20,720) 5 S PY. 
证 必要 性 明显 . 往 证 充分 性 , 即 验证 定义 11. 16D Gio (Oi — 
个 条 件 . Rel GAR GD. GEE SRE GD. 设 n Sron Goto. BFE 
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性 假设 , Xa Qz) — XGO BF) 独立 ,天 (za — Xa 0920 与 
F 独立 . A XG yo] 与 多) 独立. AEX Gan] 5 572 


Br. FBX, HA. ER X RTE. 

往 证 条 件 GiD. 设 esee m— Cso t). HEAT HEIR. X GO 
— X G, 69,0 fi X(z, 69 2) — X(G D PHA 2G DUBIE IMG, 
52 为 参数 的 Poisson 4i. HX. @ 20 一 和 (zi FFs 独立 ， 
故 按 上 面 一 段 的 证 明 , 夺 (zs @ 20 — XGD 5j XGi zs] 独立 .而 
Xiz — Xz, GO z) = X(z,,2;] + XC Bz) ~ XG), fk 
Poisson 随机 变量 的 特征 函数 的 性 质 ， 有 

exp (d, s Ce" — 1)} 
= Efe) yexp [A^ (i s) e" — 1)}, 


[54 
Ele} = expipZs(G ss) — A^0,,52 e — 13} 
= exp(Fz,,z,](e"* — 13}. 
W X Ge SAHEN. D. [| 


$115 X Poisson 单 的 各 种 马 氏 性 


由 于 广义 Poisson 单 是 Levy 单 ， 依 定理 9. 38 01 8 3.12 关系 
图 ， 我 们 有 

11.16 定理 广义 Poisson 单 有 * 马 氏 性 ， 宽 过 去 马 氏 性 ，F 
马 氏 性 G=1, 20, REPE EL ICE, 单 点 蕊 氏 性 , AFORE, X 
CT DES AAR Levy BRE. HH Levy BEHAR Levy SK 
Tb. XF DED FA Levy BRE. 

11.17 定理 XARA RRR P. BIR a, ER}, m 
mum. P. JC EO] 

Pi ws) = P(X (xg) = j| XD) = i) 
-| g [Fep rep] [FG — Fz) dij 


zd, 
G7! ZT 7.1) 
0 Aj 
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证 由 独立 增 量 性 ， 
P(X Cz) = j| Xiz0 = i) 
= P(X) — Xt) = fF il Xæ) id 
= PIX Cz) — X(2,) = j). 
然后 用 o2. a 
11.18 定理 对 广义 Poisson $ X, 4 2,.2,€6 Ri, mimm 
jo hy rEEs ARRT, 
PiXie = r| Xen) =i Xi Oz) = j,XGQ909 2) = k} 


- GG up» 5t . . 
(zyex,} 1 
-+t Cit" (18. 1) 
0 Mi-j-k+r<o. 
证 利用 a. 1) FIRT, RE (17.10 — 8E. WB 
(18. 1). E 


弱 停 点 五 = Ca.) HELL. 2, EAs laco, P< 
oo}, jd XE = (X" (0,2 € R hX" (zo) = X(H Go) ,H (o) + 
z].e € Bp. 

11.19 定理 i X Æ X Poisson FÉ, H HER. Wig X 
E OQ, baste X" BÆT X Poisson Bi, H X" £555 fiy. 

证 BUF eS. 24 OE, RR. | 


$11.6 广义 Poisson 单 不 存在 三 点 转移 函数 族 


虽然 定理 11. 18 中 已 经 求 上 出 了 广义 Poisson 单 的 一 些 三 点 转 
MERE PCa te, — Gevxum; = 2, + Gt). IGAR. 
EPERE, T X Poisson AA pF ERE E — d PER PR 
数 族 . 省 意 ， 所 是 非 负 整数 集 . 

` $1.19 引 理 设 广义 三 点 转移 函数 族 = (Prag Gr vss yt): 
(ev) E R0 < EE RL Lj, br € E) RAPER: 如 一 六 名 
^treLO BÉ PuséQOevi;s.0 = 0. 则 对 PV RIO. i, j, ke€ECH 


Pausa: = 0, 
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证 Gr. MEKFERBHEREM BE, 
< 5 s $ 
Pun v;s,t) = D Pus [ueri t] Pot uc ELI 


n-9 


— 0. (9.1) 
如 7 之 j， 则 由 竖 直 转移 性 及 定理 假设 ， 


z t 
Pp (urvsst) — D Pas [uviss] Poel rm + Pei 


r= 
= 0. (19.2) 
设 ;2-0. 由 水 平 转移 性 、 本 定理 假设 和 (19.2), 
Pus m; S.) = XP. svi st) P or kk ut 5 poy] 


= Pita] Pal + pag] 
= 0. €19. 3) 
从 而 依 〈19. 1) — (19.3) 及 水 平 转移 性 ， Mimo 8 
PC vss. E) 一 Y Pim [stipe] Pas u ++ QRS 了 2j 


z =ù 


= Parlu uwy ju, "e u eri 
= 0. (198. 4) 
对 称 地 ， 对 &A>0， 也 可 得 Pin (usvisst) = 0. i 
11.20 定理 |X Poisson 单 不 存在 广义 三 点 转移 函数 族 . 即 
不 存在 广义 三 点 转移 函数 谈 P= (Py, (uvis (u,v) €. RS ,0 
< H E R iskor E Et, 使 得 当 i Sj A RB, = (u,v) € RE, 
zz = 2, + 6,040 < GOD 时 
Pig ziz — 21) 


g cen CF (2, +221)! nd 
G — j= ktr 
= WMi—joktr Eo; (20. 1) 
0, min~j—k+r<io 
证 BRAD LE RRB RRR S7. 由 定理 11.18, 
(18. D 成 立 , BP (20. D EG. 从 而 孚 满足 引 理 11. 19 的 假设 ， 
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Am isyjAeit, Xpr0 RH) rijk, WA Pills, 
t)=0. 这 与 (20.1) FE. E 


$11.7 JOM Poisson 单 的 存在 定理 


i X= (X(z),z E R3) Æ X Poisson 单 , 其 状态 空间 是 非 
WEKRE. EH 11. 20 已 指出 ， 瑟 没有 三 点 转移 函数 族 ， 然 而 
对 全 整数 POXGO = i) — 0. 因此, 我们 可 以 视 革 为 扩大 的 状 
态 空间 Z= (e. —2, —1.0.]1. 2.) 中 的 过 程 ， 这 种 过 程 
RAP AR X Poisson 单 ， 它 却 有 三 点 转移 函数 族 . 

H.215EX, ibX = (XGO,2 € R) ERETTE ZW 
随机 过 程 ， 称 六 为 有 强度 测度 FE = AGE ARE Poisson 单 ， 如 
Be 11.1 中 的 COGO GiD 满足 . 

11.22 3k SPAR X. Poisson HX, BRA PUXGO <0} 
一 0. 又 显然 , PAR X. Poisson 3& 下 是 随机 连续 的 ,因而 可 以 设 
七 是 右 连 左 极 完全 可 分 的 ， 于 是 ， 


A= {o Xl) <0 M3 z E R41} (22.1) 
的 概率 为 $ 
Xz), QNA; 
xta) = [RPE (NA (22. 2) 
Q,u C A. 


WX E Xi, HOX' REP X Poisson 单 ， 状 态 空间 是 E 

11.23 定理 PUK Poisson BX È « SKN, CAZAR 
RM P= (PoíQQ vis DiGov) € RL,O< Gt) € Ri, 
kr € Z}, 其 元 素 Pluvis) d (20.1) RBH. 

证 第 一 个 结论 由 定理 11.16 得 出 . 易 证 , Mis j,k, rez, 
由 (20. 1) 给 出 的 族 多 是 三 点 转移 函数 族 . 由 定理 11.18 知 下 的 
= RE BROKE Z. E 

11.24 ES BH (20.10 确定 的 , 状态 空间 为 Z AIP 
= {Pp luo (uo) EROS G,D € RS ig, br EZ) 
为 扩 状 广义 Poisson B= SBM BR, PDT 3X Poisson 三 点 
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族 . 

11.25 定理 WAH (20.10 确定 的 扩 状 Poisson 三 点 族 
Z, Be ( 齐 次 的 ) 单 参 数 转移 函数 族 P = (PLO € Zu 
0) A = (PG, € Z,t> 0}) , WEE PLO = PRO 一 1， 
s> 0.£ > 0, 给 定 华 中 在 0, 0》 点 的 概率 分 布 E。。 则 存在 概率 
空间 (02, F, P) REMER LH. RAF ZA, C, P, 
S 规则 宽 过 去 马 氏 过 程 忆 = (X(z),z € RI} XO 0) 的 分 布 
是 P。， 有 限 维 分 布 族 : Oso. Oty ty ore <a, kh, 
EZ, 0xixm. Oxjn, Wizg— Gist 

PIX G tp = Ej, 0 SLE XLm,0 x jn] 


划一 上 2-1 
= Polko) TH PL, ,Csi — 4) II Pipe Ce — tj) 
f=0 j=0 
m—l m 一 1 


* TE IH 0422 — Sostna — ES (25. 1) 


r=9 f=0 


X ETAR X Poisson HA, FREE 11. 22 h X n[fR I7 X. Poisson Æ 
x. 

证 ”由 定理 5. 12， 存 在 概率 空间 OO. 5, P) REX Wü 
EERDER FERAE X Æi Ak Poisson 单 . 

fi) 由 假设 P, SPR, X PhO) = PRO = 1, >00, 
> 0, AAE 11. 1CO 成 立 . . 

Gi) fEWESE €. 11.1 Gi RF. 实际 上 , dr AES EC. TU 

P {X lern] = r} 
= SO P{X Cst) = iX Gy 4) = jX Gost) 


= $, X lst =r +i tek—i} (25. 2) 

由 于 对 于 + 一 /一 上 HHr<0 WM, je ke (20.1) 的 值 为 0， 对 
(25.2) M (25.1), 可 知 (25. 2» 中 ， 使 ;一 /一 上 HTr<0 的 整数 
i， 记 二 对 应 的 项 ， 其 值 为 0， 从 而 求 和 号 只 展 布 在 使 :一 /一 二 > 
SOM. 7,4 HE, HRY X. BRYA (25.2) REF P, 
Phuc) Pe) 的 假设 条 件 ， 得 (25. 2) 右 方 竺 于 

E P ooo CSi pt E ow Cs ate — 21) Poo (Se — 5.4) 
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. Pn tite Sg — Sts — ty) 


-N 3 Xl. = Fue? UT) 


i=0 joi k=i ' 

gE gt [FG st 一 gu 
G — i) 

£ FS, t? LF Cs, — 554) 7 | 


(b — 231 
e [efl LEC; 一 Ssg — AT 
r! 
= g ig aT) LFG, 一 fisz — "NA 
rl 


Gu) ffubE X 11.1 GD HEX. 

出 计 定义 11.1 Gii, HE XC) RAE foe. d SD, 
X ARSE fr eR . 

UE Os mee, 0—daeenemUn,.kQEE, bop he =O, 
Osim, OS jan. 4 xqo— O0. ty Shit E ud Egi kiij By 
= (Cs. t). MERI (25.1), 

P(X(z, iz] = hpl iS m.1l jux] 

= PiX isst) = x;,0i m om.0x jun) 


m—l a— 
= T Te, "A aa qaaa FL — fajt — t) 
=0 j 
一 H Ter ER, CF Ge tit tr Dati 
feo pra Rye! 
mola! 
= II HPX seus ard = Rati): ' 
i=0 j 


$11.8 广义 Poisson 单 的 第 二 存在 定理 


由 于 广义 Poisson 单 不 存在 三 点 转移 函数 族 , 因此, 在 3 11.7 
中 ， 我 们 用 扩 装 广义 Poisson 单 三 点 转移 消 数 族 构 洁 扩 状 广义 
Poisson Hi, RG RABBI Y Poisson 单 . 这 就 是 广 Poisson 单 
的 第 一 存在 定理 ， 现 在 报 述 第 二 存在 定理 . 
= MS 


1L263E X, ME FC CH (1.2))， 取 非 负 整 数值 的 二 
元 函数 (o B) o € Q,B € BURL) HAS X, Poisson 随机 测度 ， 
如 果 

Gi) 对 每 个 ED, ro BRL) 上 的 测度 | 

Gi) 对 每 个 BE BCR), nC, B) RI FCB) 为 参数 的 Pois- 
son 随机 变量 . 

Citi) ST ALAR AR ZEN Bot E, € (SD BG Bem n, 
B.) B S sr. 

Ikeda 和 Watanabe [1, 定理 1.8. 11 已 证 明 : J^ X, Poisson BÉ 
HUE. AL. INA PRM. 

11. 27 定理 BAE FC =, ylw, B) oE R, BE BR) 是 
广义 Poisson 随机 测度 ， 今 X) = aR.) Dl X = {Xle} € 
Ri} EP Poisson 8. 


$11.9 Poisson BASS Zi E] 


EMAER OF. cE RL) WEA (GO. 

11. 28 定义 RX ERATE U {oc} 的, FWE., GE. 
抵 形 增 的 两 参数 过 程 . AX 为 两 参数 点 过 程 ， 如 果 

O XXT F., x€ Ri) JAM. 

Gi) 对 OCz E RA, AX(z) = 0 1, 其 中 AX(z) = Xe 
X,G) — X, GO + X400, Xe) 1 IAB X dE e SHH 
R. 

11.29 定理 Ub X RS IDE. WU BRAM A0 
的 Poisson JR) TESEAE EHE. [XG 一 Ast, V Lus © RI) 
PE. 

AE E X Æ Poisson HR. HHM 01.7. (XG, 一 Ast, 
(st) € RA) 基 两 参数 强 鞭 ， 必 要 性 得 证 . 往 证 充分 性 , 设 XG, 
t)— Ast. uuu, € RU) RASAN, 由 于 条 件 CF) 和 关系 
图 2.18, Mies V G —1, 20. ATI MM eae. CCR, ce’, it 
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fi (XG i) — XG,) — Ase’ — 1), 1,5270) 是 单 参 数 蔷 , 依 严 
加 安 [1, ERB 10.12], (X G4 — XG0, 1,5220) 是 具有 指 
3 AG' — 2) BO 8r Poisson SERE, BRR ss. XO 0. GU] 
BR BARCA ACs’ — 3) Ce" 一 局 的 Poisson 分 布 , HA 50; 独立 ， 同 
理 可 证 ， XCG, 0. G' et 5 502 qr. Kam XG) ua] 5 
Fethiye. FÆ X X Poisson &É. E 


$11.10 广义 Poisson FHM 5 gus 


11.30 定理 XL @E GLX HPR X (o0 JE XE e c. 

证 由 OG. D. 性 质 11.3 和 和 大 的 完全 可 分 福 得 出 . [| 

11.31 定义 iX BER PREH, z= G,0 € Bulz, 
à)— (y € Rhily —21 « 0) Be ERP 8 BR. 

(i) PR] BRAS: SRF 8018 B N 4G. = Cs 
— ðs tÂ) X (t1. BHRA RSID B'. BME SAA. B 
的 坚 内 点 全 体 记 为 B BoB UB 中 的 点 称 为 Bm CR) 内 点 ， 

GDE = W B YMATA, MRTE So tË B A ulle) — Cs} 
X [et 4-62) U (ist X £60 . B 的 町 折 点 全 体 记 为 BÀ. 称 
ABBR. WR Oo fe BO ele, OD = Cs — 8,5] X 
fh U Cis) x @— 8D. BEDIA Bt. B= BU B+ 
中 的 点 统称 为 折 点 ， 

11.323€ X. BER PEHR. 称 B 为 正规 阶梯 折线 ， 
如 果 . 

> 对 任意 £0. E CSO, HG) CB; HER, 在 
在 s>0, 使 (s,t) EB, 

Gi) B—ÜB. M B 的 每 一 点 或 为 内 点 ,或 为 折 点 . 

Gi BN A=S, BB 与 坐标 轴 不 相交 . 

KERB ECB IB. EMM BTA B 上 任意 两 点 无 严格 序 关 
A; 对 任意 zE R4，B 在 RR 中 只 有 有 限 个 折 点 ; 对 任意 0, RI 
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和 R? PHA BTR: BU Dip RAR. 正规 阶梯 折线 是 
定义 5. 39 中 的 简单 折线 , 但 反之 不 真 . 下 图 是 正规 阶梯 折线 示意 
图 . 


t, 


图 6 正规 阶梯 折线 示意 图 

11.33 引 理 BX — (X(z),z € RA) BRAT EMRE 
函数 ， 满 足 

(D X( = 0, z € hl. 

Gi) X 是 双 增 函数 . 

Ciii) 对 尾 意 固定 的 有 理 数 + 汪 0, 函数 XX 二 (XG zm 0) 
Y= (X G0 (20) IE HG AS BT BO, BRE 1, A limX(s, 
r) = limX(r,t) = eo. 
fy A, = (zz E R} XG) — nbn Z0 A ARAE. WI B. — A. 
NA, D BEARER. MA XWP n REESE. 

证 O EWE: B. 上 的 任意 两 点 无 严格 序 关 系 ， 简 称 B. 无 
严格 序 关系 ， 

BORA. EXE. zE B, Hz. H B. 的 定义 ,在 z 和 xz 
fr BEAR. SIS xs 和 xn, E zE Ao rE Ais H 


D $k FG). 0 PRM. Ro NR a NETUS 0 RAB au 
Sais as om sss = [0.0),0 FG) = as € [enti 
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zx, Wü X (x) — n.X(0—n-—1.ixi5 X HERATA. 

dii》 往 证 ， 本 引 理 的 条 和 件 Gil) 中 对 任意 固定 的 7220 成 立 . 

设 + 是 无 理 数 . AX 证明. h X RO ERE EA ES X" 
WAE, EE AT X 存在 跳 唉 点 te no c2 但 不 会 出 现 
Kl, nacon Xer) = Xan 对 一 切 sE [n. 9. m. EF 
取 有 理 数 上 € (0,2 , mifiitlimXG,u) =, MH s € (n. o0) 
Bj. 

XC, MNCS) ] = Xs) — Xr) — XG,u2 + XC) 

=— XG,u) + XG uu —-— oc, 
3 s — oo f}. 

RS X HMAT BDE, (E Oye cere, dc 
chr, WE r=, PAR, E reo, Xir) =e 则 当 I 
REY, X, Bl>k=Xryr) .这 与 总 的 单 半 性 相 了 矛盾 , 因此 ， 
X 是 右 连续 、 MIMD ROEM, HEF X Gon >L lilimX Gur) = 


mo, 


Qu? RUE: X" ERREAREN 2. 
、 不然 , 设 X" ERRERA MRA 1.38 XC — 0,7) =e, 
XGO,r)-j4zmk2.H X HGS. FEARN Xr, 
a) =j. 本 引 理 的 条 件 ciii) WH, X* BREED 1 Se ER 
数 , 故 必 存在 X WBMES ecr fE X lau 一 了 一 1. AX” gr, 
AR X(a.r) x; X(r — 0,r) = k R, 
XQ 7 (rye) | = Xu) — X lau) — Xir,r) + XG,r) 
—j—00g—1 —jd4d XG!a,r) &— (Gg — 10) 
Rx]. 
AX ARETE. 
Gv) 验证 定义 11. 32 HR G). 
设 0， 由 于 本 引 理 条 件 Co 对 任意 00 Bor. GLTEXEBE 
BRA smo f XG — 0,0 — n l Xi, — n, JAiitGs.2 € B. 
(2 Em = (Sorte) € BS. EE: DiniRfEdEa€ (0, s 使 
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Y= (a, n) EBn 则 (a,5,) X {to} Co Bay Qa RFE a E 《so， 
eo) fi y. = Casta) € Bas Cs X Us? C 五. 

AEG. 对 任意 s€ Ca,so), 依 定义 11. 32 中 条 件 Q ,存在 :> 
0 使 z — (s,1) € B. EAH D RA yz, rmn RU xn. 
均 与 B FOP ARF RIBAS. 所 以 ;必定 eds B Cs sta) € B,. 

Cvi) dE zs = Gost) € B.. HUE: 存在 z 的 Bi uled) 
使 

{ziz € u(z, Â) B m «Lom E zs om Ne Kz n x xS) 门 
B= f. 

证 由 于 B, 无 严格 序 关系 , <e 或 zo<z 的 情形 是 明显 的 . 
RP zo Kz XE zo. 两 种 情形 中 ， 只 证 后 者 . 即 要 证 : {z :x € 
u(y, 0,2 Kap N B=. 

设 不 然 。 则 存在 z Key, nE B, GH le 2. eO. zz 不 
失 一 般 性 , 可 设 = mua. AF 2 EB, =A NA, RORY x FE 
分 接近 的 br = (4,8) € AL, 9, GnODECA,, H poA qo 
mo. 不 失 一 般 性 ， 可 设 b, Ka, X pus. 

如 果 存 在 :E (0, so) fy. = (02) € B, ，、 册 对 一 切 充 分 大 
B] LT ym 与 B, 无 严格 序 关 系 相 牙 盾 . FEA Ww), YEE 
SE (0,50 A» = Coto) & Be, AMEE y. 的 邻 域 wty,,r,) 使 
uyer) N Aa = Ø Metyr,) A= 名. 特别 地 , 34 2 € Le, 
£ bro XG, D om — 1 an. BRB, BR s= att IUE X Gs, 
tp) An—] Bin. H CX lat), 0) MER t B, A Xa, 
ty) XGCu PB —n—1. CA XCo t An — len MX (a, 
to} Sn — 2. & look}, a 一 so 一 ， 从 而 六 (so 一 ,#6) <n — 2.8 
IX Gai ss Zz 0) MURAL, d Xon) Gu D Sa — 2» 十 
] =n — 1. {X Go, 2 0) 的 右 连续 性 ,存在 c0 使 对 任意 z 
€ (t.i HE) A XG,D = XO t) x; n l. (H3 1 充分 大 时 ， 
8, € Gf +E), JM fi X CAD zn — LI. HH (XG,02,85 22 0} 的 单 
BRE. = Kle xL X(G, 0 s; a — 1. 2F HI. 

COD Hz. = Corte) € B. PELE ; 
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ates 


OFE CAD (42) 中 必 出 现 一 -种 且 只 出 现 一 种 ， 

(Al) FE € € (Orso) (fils, — &,5,2 X (6) C Ba 

(42) 存在 >O, 使 {so} X Goste + €) C Bz. 

多 下 面 的 CDD (02) 中 必 出 现 一 种 且 只 出 现 一 种 : 

COL) EEEE (0.4) Bi is) X Cte — Esto) C Bu 

(D2) 存在 £0 fg (uus, H 6) X (4) C Ba 

RIED. CAD (AD 同时 出 现 将 与 B, PPR PRA I 故 
(AID (A2) 只 能 出 现 一 种 ， 下面 证 明 必 须 出 现 一 种 . 

BE GAL (AZ) 均 不 出 现 ， 设 Gs 8) 为 《vi Hy 6 Spas. 


, 8 
对 充分 小 的 e 守 0 | 例如 取 Ec | d | Bes © Gaes), M) 
TETE nl0 dz, = Gn) € B. HF B, ARFER, CAD 
(A2) TES b A (v. 网 3E Eos Bz, TE ulz ô) 之 上 . 同 
à 4 
样 地 ,对 充分 小 的 <sE [077] Bee E Gon be) ERE a! = Ge 
th E B, z E ES. H z 在 ux, . 8) 之 左 ， 从 而 =， <z.. 7e. 
ii) 往 证 B, -ÜB. 
i Aa = Cso sto) € B. . 则 由 (vii), 必须 出 现 且 从 能 出 现 下 列 
组 人 台中 的 一 种 : CAD 与 CD1)， (Al) 5 (D2)， (AD 与 
CDD, (GAD 5 (D2)， 这 正 说 明 zo 必定 是 西 折 点 、 横 肉 点、 竖 


d E] 
ALS. IHE SES RR. BI z C UBLC B,. f B, CUB, CH, 


B, = UB. 

(VX) B, Serb a PHZ LAR B.JÉYEfkdqiX. HER 
B. 

综 上 ， 我 们 已 证 明了 £, 是 正视 阶梯 折线 . 

11.34 定理 i B,jé| X Poisson && X HA n BER. WAT 
几乎 一 切 «€ 0. B.Cco) 是 正规 阶 樟 折 线 . 

证 AX AES, 故 只 需 验证 引 理 11. 33 POGO Gib. 
d Xm X 11.1 EG). GOBIEXE 11. 30 得 出 . GHE 11.15 
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得 出 . | | 
11.35 定理 对 几乎 一 切 e € Q, B,Cw) 的 凸 折 点 必定 是 
B... CoD. MGA. BI Br (0 C. Bi, aC . H x E B. Con Bog TU 
B] z € Bile) AY .X (2.0) =at 1; Hr E BC) — Biel A Xz, 
wy — n. 
证 EXE B.(a00 一 1,2,…) 均 是 正规 阶梯 拆 线 - 设 存 在 zs 
€ Bie) — Binilo). PX IUBE, zo Po REJE Bur. Co) 的 
GIERA TETE o> 0 Bale, ON Bled = OS. me 
在 以 AUD ERB Gaz] Cu Ge 80 ,在 该 矩形 的 四 个 
项 点 E13 zm. xix, Tz EEA x» 5 n—]ls ns ne» n. 于 是 
Xx, kX | — n — n — n d (n —]1)-—-— 1. 
这 与 X EAS. PEU Bile) C Bra Qn. 
由 X HAIER: 当 EC BIB XGO 二 nn 十 1, 当 z EB, 
— BABY. X Cz) = n. B 
图 7 是 广义 Poisson AY RAR HES ZR EE ES. 


图 ? 就 线 排列 示意 力 
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$11.11. 广义 Poisson 单 样本 函数 的 刻 划 


由 图 ?及 引 理 11.33 GD, 下 面 的 两 个 定理 是 明显 的 ， 其 中 
Byrne cr 等 记号 和 概念 见 $ 1. 2. 

11.36 定理 M JL — 9 o € OQ, B,(o) € V ,B. (we) x 
Bay C0) EL 

UB QD Bay C) =}, (36. D 

Hop Blo) = A. 当 z €E (Be), Bi, (@)) B] XOG 0) = n. 

11.37 定理 ”对 几乎 一 切 e€ Q, Xio) BT eR Et. 

11.383EX. id W,— Bi, Wi, SBi Bi n=l, 2, 00 W 


=UW,. W, 中 的 点 称 为 B 的 危险 点 ; W 中 的 点 称 为 X 的 危险 
A BER. 中 危险 点 的 个 数 记 为 Kz). 


11. 39 定理 对 几 街 一切 wEEQ, 当 且 只 当 zE Ri 是 区 的 危险 
点 时 , AX (.0) =1; Bil, AXD = 0. 而 且 


X(z.m) = JAX (yw), (39.1) 
YER 
证 RE 7. 结论 明显 . l E 


11.40 5E 设 zE Ri 固定。 对 几乎 一 切 wE 8, B, Cw) 与 p 
U 不 相交 ， 特别 地 POz E BY — 0. DBA. p OLS 1-1. 

证 WYER 11.9, X Ce) Æ z PRIM ule. d) ERB. Ak 
H JA. 49 B. 相交 的 概率 为 零 . | 

11.41 定理 ”Btn — 1,2. BER, A 


Plz € [BB 0} = Piz € (B, BD) m eto ECT, 


n! 


(41.1 
n—1 + 

Plu < B) = Pl < B) me PS ERE aD 
AD H 


PIB, LÀ) = PU, Ad — e ^9 M 


k—nd] 


证 注意 (z € (BB) = (OXGO — n), Gu BO 一 
(X02) in-- D,OGQÓ, A) = (XO Ze 8 + D. BI G2» 及 引 
f 11.40 得 证 定理 。 [| 


$11.12. [OS Poisson 单 在 射线 上 的 导出 过 程 


i LER PRERE, BFH 
teds+e, s220. 
H 0, ceo. YG) = Xis to MY = YG).s 3 0) PE 
AXEL Kit) Safe. 
11.42 定理 Y Sab. ARB RK S0 = (DG; 
Oes di EEL Ep 
PgQu s) = PLY(Gs) = |Y GO = i} 


sco LAG Gs) T7 T 
-| Gop NA (42. D 
| | 0 mi 
其 中 AG.) = Fis.s +e} — Flu lu +c). 
证 HX WPS DE. a 
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] e Brown 单 


$12.1 A= Brown 4 


Brown 单 即 两 参数 Brown 运动 , 基 一 种 特殊 情形 的 两 参数 独 
立 增 量 过 程 ， 也 是 两 参数 马 氏 过 程 的 一 和 神 最 基本 、 最 典型 的 状态 
连续 的 过 程 ， 本章 中 设 (E. 60 是 一 维 欧 氏 空间 CR. 3). 

12.1568 Pil SE EQ XE W = (WCA).A € 593, A| om} 
HARE, mp 

(i) WCA 47 EASA NO, JAJ 

Gi) mM ANBS Cf. MWA) SWB) 独立 ， 

下 面 的 定理 是 显然 的 . 

12.2 定理 W JS EUR PERS REA: W 是 均值 为 0. 协 方 
ŽAC, B) = EWCAYWOD = |AN B| 的 Gauss 过 程 . 

12.33E38 HAW 存在 . 

证 CCAR = |4 BI. BACA, B BEM. 由 高 斯 
过 程 理论 知 , 存 在 Gauss 过 程 W = {W(A),AE ZÈ A|, 
HHA o, Boye CCA.B). RW BEER GRP. E 

12.4 定理 ARAW 是 有 限 可 如 的 集 函 数 . 

证 如 4 站 如 一 记 ， 则 由 定 交 12.1， 

ELWCA) + WCB) —WCQAU Bf —|AI--1B1 + |AUBI 
— 2jA| — 2|B| = 0, 

Hl WCQAU B) = WCA) + WB). i 

12.536 SEW = {W(z),z € RÈ) 3j Brown Ñ, MEW 
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是 均值 为 0 的 Gauss 过 程 ， 且 对 任意 z = Ge) = GLE 
Ri. 
EW GOWG') — GA s A £0 (5.1) 
it W Ek Brown ¥. A= rn] BRP. BM 
X(A) AX ER. 设 4 是 有 限 个 互 不 相交 的 证 形 的 并 , 则 
WCA) 控 可 加 性 定义 . 设 A 是 任意 Bore! 集 ，|41<cc, 则 可 用 一 
列 互 不 相交 的 矩形 的 并 A. iR E A. ff |A — A,| 43-1 A, — A|— 
0. AF 
E[WCA) — WCAO T = JA — A,| + |A, — Al --— 0 
战 可 确定 WA), TA WOO 是 以 概率 1 一 意 确定 的 , BWA) 
与 A, 的 选取 无 关 . BIW = (W(A).A E 9 .1A| « oo) 满足 
定义 12.1 G) GD, BW BARR. SIE, Brown 单 是 独立 增 量 
EI, WW BARR, S Wiz) = WCR), WW = (We), 
z CORO # Brown H. 


$12.2 Brown iB 83 5E HH ERE 


为 了 对 Brown 5 W & —#6 ED Re. 我们 考察 导出 过 程 , EN 
BSR AH Ri 的 某 些 曲线 上 变化 的 情形 . 
12. 6 性 质 琴 的 初 值 为 0. 固定 :>0, WM CW G2 20) 是 
单 参数 Brown 72a, EAA 0. HAZARA CLG.) — s 
Aw’) 的 Gauss SE. 
12.7 性 质 RMR. e=1. > 
Urs = Wiee), 
Wi UG, — 9o «t co} FE Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 即 是 
严格 平稳 过 程 ， 均 值 为 0, 方差 为 1， 协 方差 函数 为 
Cts,2) = EW (ee OW (e e = el” 
12.8 性 质 HDD PER: s $ MO) = Wed). Vi M = 
(M(z),¢2 0} ER, 有 独立 增 量 , 但 它 不 是 Brow 运动 ,因为 这 
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些 增 量 不 是 平稳 的 . 

12.9 性 质 FERE., ME, 平移 变换 ,它们 将 一 个 Brown 
单 变 到 另 一 个 Brown 单 . 

REE; Alst) = AW (a's bt) sarb = 0, 

HM: CG.) = sW (871,6), Dis, t) = WG! 72). 

于 《sy to) 处 的 平移 : EGO = WCC sted s Co Histo ted, 


WA. C. D. E E Brown S, HES 多 ,独立 . 

12.10 性 质 UG =e Wle*,e*) 则 GU = {U(x)， 
z € R) 是 两 参数 Ornstein-Uhlenbeck H, CE R^ 上 的 平稳 
Gauss ptf, HAH EIU Gs OU Gav} 一 en dg eem 
虚 上 在 任意 直线 :二 如 十 a ERSTER HISERE V = (V GO s 20}. WV 
是 单 参数 Ornstein-Uhlenbeck iX f£. 


$12.3 著 性 与 0 一 1 律 


设 {Fo zE€ Ri) E Brown W B Bf on, M F= 
eiWiy ay lij . 


12.11 定理 (0 一 1 80. DOR, DAD. Be 
(QD), PO) 一 0 或 1. 

证 HAC, |Al<o, BH TÍA-—D,|--1A|, àk L^ RR 
WC) = limW (A 一 DJ 5j FD) HHT, MI NF (D2 


ASE, BD BENFO) SWA BOL, AW B F .一 vos. 


26 RD 


thor. Fit BS RRS, W PE) = 0 或 1. | 
12.12 定理 “Brown & W %F ASR o RIK ( Fc ERA} 


a 


Rd, H { F s zC Ri) 满足 条 件 CF CF, . 
° 255 « 


证 AP ee’, Gr] AO R? = SRW 与 Sh 


3p. Milt EW, S42} = EW] —0, ew IRR. 
Sh ECF CP AF AL. SUSIE BEC). Seer’ CRIA 


a 


5 2 o 
—R.—Ras B= Re Rene HOF = GV FCA) Fe = 


Fine FB BE Far AA), POMEM i F. 


WARE Fo ERIRE E). 


a o 9 
= 7... RABE AC TL V OG VH 


LER 
PO. S 9—P(AIO s. ). (12.1) 


由 于 Ahem ABC 的 集 产生 ,其 中 BE CE 
UR 一 R.), 故 只 要 证 (12. 1) 对 A=BNC Bor BERT. 

EDSR,- RM Z = AV FD) AS 
F (DRE it 


PCA] S ) -ILPQC] F, ) —I4PQC] (D). 
注意 AD, = 名 ,由 定理 02.12 MW, EREDE F IPC = 


PENE S POI. PCAVO 0 ), 从 而 
(12. D EE. | 


$12.4 样本 国 数 的 连续 性 


op 244 一 个 非常 有 六 的 不 等 式 ， 称 为 (asia，Rodemich 和 
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Rumsey PEA. i HD ed TER = (— w, + 0) EM. X 
FR AST PRAY. 非 负 连续 函数 . qx0) = 0,9 7E(0,00) LAER v 25 
Fea, limir) = oo. R 中 的 正方 形 A Bg IE Yu (CAD. iU 
e — (1,1),R, = se]. 

12.13 定理 设 了 是 尽 . PLR. AUER ACR. A 


ffo IO Y. jazdy xC. .| (18. 1) 


RéBCA5 AGB MEEBO MRSWAKCR,, 使 对 任 
Ex y€ R.— K, 有 
If) —fin|< eJ" "v [e ago. (3.2) 
如 果 f ESE, WX (13.20. 对 所 有 r, yE R 成立， 
证 i QDD- E R 中 正方 形 序 列 ， 使 得 eUQQDD = 
LAQ). ERENER, $ 


p= rj oda. (13.3) 


ai) 


BUT ¢ eR BS. y ale BoA 
an Fen fe e( Sz £e 2 dt 
es € da o ra 


Qe [Et LO) dads 


<E (13.4) 
iQ. T KA 


由 假设 知 多 在 O, o EERE, io BRAA g A 
limg (2) co d lane 由 (13.4), 我们 有 


Lf» 一 f| exti. WV laua . (13. 52 
HS $02, .0 = 290€CQ, D = EREC 一 PE fk 
[/9. UT f| = dg! la 1Q,- 4 iQ, -Fryga e 9» c gcQ,.»]. 


(13. 6) 
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a C41) Sei) . MY |@Q,_,| [Qu Qu 6 注意 到 
$4 (0, co) 上 的 增 函 数 ， 得 

af © o. aft 

$ ana sA lE) (13-7) 
ib V, =O , MA ERM V EY 关于 deco 求 积 分 , 并 利 
用 13. 的， 得 


| fr fn < af " | E | age). (13.8) 
对 = 求 和 推 得 
lim sup |/& — fo] < afo] € | dea). (13.9) 


当 Q, 4 (2) 时 , HUE x REFR 中 革 个 零 测 集 天 CR.， 必 定 有 
f9— f). mix, yER.—K, Qa EB x. y 的 最 小 正方 形 ， 则 
[FG e] «a[ (Rape. (13. 10) 
关于 y HHARSART RII EE MSREU. Manis 3.2). E 
注意 到 2, yEQ 时 , lz 一 ?| < M2700), EO, c) 中 增加 

以 及 对 称 性 ， 有 


ea) 
a 
12. 14 系 
[fa fei f jua = C a oo, 


则 存在 勒 贝 格 零 测 集 天 CR ， Mr, y€ R,—K Bl, # (13.2). 
12. 15 定理 Brown #W 具有 连续 修正 , 并 且 存 在 随机 变量 
X, WE EQ) < oo ， 使 对 任意 z，z' ER, 
[Woo — Wan) i2gt|z — 2 [04 X Viz — ze |.a.s. 
(15.12 
. 此外， 以 概率 1 对 所 有 CR, 


lim sup Wee +A) 一 Wee) 
hero «215 |Inci/]A]» 


ing 


其 中 pG) = 16 | 


= 32. (15. 2) 


证 取 «D X Quo) Ya) m et, FES GO 
= /aAlnx.BHWpz.z ER, M E[W(z) — WO] x v/2|z—2zl. 


Wiz) — Wíz') ` . 
故 是 均值 为 0, WHA 1 的 Gauss 过 程 , 我 们 
Vof2 lz — z'| 
有 
. We) — Woe") 1 . [Wiz — We)?! 
EU ez "d |= E exp] 4 4 2|z — z | 
(15.3) 
上 式 右 方 可 和 直接 计算 得 GER o^ s.l) 
1 tæ 
al exp| — 2 og 十 dr < 42. (15. 4) 
RW 的 一 个 完全 可 分 .局 — PAW, 利用 Fubini 定理 得 
z| [fy PE dzdz' | < v2. (15. 5) 


iicde—zl 2 


WBA (05.5) 中 二 重 积分 的 值 , FEBS 2. MEER WO 
EN, 04 HC Q—N 时 ; Blo) «oo. B 12.14, FERNS 
E Kla CR, , [BO zz & KG) 时 ， 


UT yin ERa vg 


[We — Wet a) | < 16| 
D 


x 16 /iinBlw) - je — a pe aaf Ras (15. 6) 
利用 Fubini FHA, FE R, WTR D, HXI— UL xz. z ED, 
(15.6) a.s. HE. MAW PRIZE D biba.s. WEES. H 
于 五 是 一 个 可 分 集 , RW ER LASE. AAW 的 尺度 性 上 质 
12. 9， 对 每 个 Brown 单 , 必 存 在 一 个 修正 , ETE Ri Eas ER. 
且 对 所 有 z.z CRE. (15.6) a.s. BÀ. 

[^ | 


为 证 〈15. D 05.2). 只 要 注意 , 440 RP snp D TAD 


) 
上 
om 539, " 
v £|A |InX1/ |A|) 
12.16 i (15.1) 右 方 的 常数 2 还 可 以 改进 . Orey Al Pruitt 
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证 明了 O5. 1)》 右 端 可 以 用 V3 代 震 2. 
12.17 定理 Xt Brown A W, 


WCs,£) i 
G) lim sup 7 —— — = laa. . (17. 12 
yf Astin Inst ° 
GD lim —VG-? = las. (127. 2) 


utd Astin InC1/st) 
这 是 重 对 数 律 . 定理 12.17 CO 的 证 明 留 给 读者 . 由 于 s, 


是 Brown 单 . 由 G)》 推出 Gi». . 


E 
1 


$12.5 强 马 尔 可 夫 和 性 和 反射 原理 


12. 18 定理 i$ E — (Hl,;Hs) 是 弱 停 点 . Ww? = (W'o, 


zE Ri) RE SUE Qu = CH <oo) EA Brown HH, 5 575, fir. 
RW) = WH, H +z]. 
证 不 失 一 般 性 ， 可 就 有 限 弱 停 点 吾 证 明 , B 好 5 一 总 
EX H” = (HTH 如 下 ， 
H= d. mist en ed. (18.1) 
4 Q= in) 3m BOE CE C277, &270 Stk, WE Um) 


€.7; .n€Q. 实际 上 , GI" =r) — (^ H <r), Here 
忆 是 x 的 第 一 个 左下 点 , rsr (G".2 70. BET OH zr) 


€ £i «ne 区 ,所 以 LH" =r eA). 由 干 W 连续 ， 
对 任意 ER}, WA +e] = lim WA" -+-z]， 对 任意 A 
€ F T.F jm Hl Borel BOR > Ë 
Piwdi",H” + 2] € B.A) = SjPAWGn oz] © B, 
é 
ACH" = n)). (18. 2) 
fB AGI" — r) € S; , h ARR Gr ERU bt SET 
* 260* 


SPW + 2] © B)PLACH = r)} 
T 


= P{W) € B}PCA). 
当 取 有 A 一 各 时 , fg PIWOI",H" +r] € Bj = PW) € 


B). 出 此 得 出 LX ms OV COIT HT 十 x],z € R5) E555 38 


立 的 Brown $, M (WCH.H 4- zc € Rib 是 与 如 独立 的 
Brown 单 . i 

利用 上 述 强 马 氏 性 ， 可 以 证 明 Brown 单 的 反射 原理 . 

12.19 定理 MEHE S = leg jetz E Ri zs zy. W 
对 任意 A0. 4d 

Pi sup W(a,6] zz Àj <= 16P( WS) mA. (19.1) 

证 i z, = Cet sz) = Gao + ORMEMHE. ST, 
sink {tu 之 wr; FEFEQCS IR. HIB WCQ) Sa}. 因此, 可 在 5S 
(Y Giu HT} 内 选取 一 矩形 人 @, f WOQO Ze AEH Q I8 
Wa (rv) = Tuv Z00) RR., 1H. — CP, Ww AQHATA 


S, 我 们 有 UL y) UpIEQCS QU RUIBEWQDOIA CS. 
x HIE. 

设 QUESTI 8 HRM RUE WOU Bitrate ER (Gov) i = 
u,v 20) E. AF RASS. 依 定理 12.18, WCH . + 


2 与 于 和 独立 bW € Fi; BWR) SWO 独立 ， 


PiW(Q') 20/54) = PIW(QQO Z0) = =. 记忆 为 a9. D 去 


WE. UP. = PQW(QQO Ab. RITA 
PIWO UQ BA SPW) SAW’) RO) 
= PAVQD SPW!) 2:0) = SP, 
P,Q 2P: sup Wov) (uw) a}. (19. 2) 


Qe ce SIE 


vpne = 


现在 我 们 只 要 研究 矩形 的 右边 与 5 的 右边 共 线 的 情形 . 沁 
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Qz- (uj. Pj) 


q^ 


图 8 
(19. 22 AFERE A go bos 2n. 

ST, =inf (veo: FEMME Q. GHSS HAARR., A 
W(QD A}. 325 T —v Bj. FE- -AEE 其 上 边 与 直线 ite, 
vv = T.,w m0) HSE, UD 9 Ben. 

HEE Q mA 9 所 示 ， 重 复 上 面 的 论证 得 

a = P{W) SA} x: 2PIW U QU) zx AJ. (19. 3) 


- 


| 


TI 


o2. e2 
| Le 
| 
| 


mjo 
其 中 QUQ EEM (Gv Gs v0] IE, Gav) € S. BHO 
UQ £33 i) Sy xr S S 的 上 过 和 右边 共 线 , 于 是 (19. 30 成 
为 
g. = 2P1 (SUP .W (Cu iD Ger em] Ze A). (189. 4) 
RH. RI] ARR LOMA LAE UE S B. ER 
有 边 共 线 的 情形 ， 记 9.4 BAAR Ar. qur, 


利用 变换 uw 一 二 ,v* 二 ,然后 可 以 继续 运用 上 述 论证 方法 , 首 
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先是 和 矩形 QU’, RAMS S HATHA, WA io; 其 次 是 矩形 
QUQ, ETHS SÉ FAH, 如 图 mR 11 Pee QU 
QQ' 就 是 S$， 从 而 得 到 


zi zi 
Q' Q 
| Q 
| | T: 
a 
Zo Zo 
T; 图 11 
FI 
ri 2P{ sup W Gus) Gn 0] Z7 A}. (19. 5) 
Cag Es 
PETRARKA so MAT 
sa OP (MW Can 04 , Gn pv) 1 22 AJ. (19. 6) 
id bx Jp SERE BS BAL = PWS) Say. RA X192) 一 
(19. 50. pam 2g 4r E Bs l Ga i 


运用 同样 的 方法 ， 可 以 证 明 
11.20 定理 iR m, m, € Ri. ze. S5 = Gym. Ub 
P (supLW (2) — Wied] Ze A) x &4P(W(z)) — WC BAL 


$12.6 奇 点 蔓延 


在 Brown 单 的 研究 中 , 轴 方 向 有 着 特 曾 重要 的 意义 ， 任 何 非 
正常 的 事件 都 有 沿 着 轴 方 向 治 伸 的 趋势 ， 事 件 越 奇异 ， 沿 着 辅 方 
向 草 钼 就 越 强 和 到， 现 就 重 对 数 律 作 为 研究 这 方面 的 例子 . 

先 回 顾 一 下 单 参数 Brown 运动 的 重 对 数 律 ， 

12.21 定理 UE B — (BG),t25 01) 是 CMBR) 标准 Brown 

+ Z263* 


运动 . 则 
G) 对 固定 £0, 
, BU +h) Bt 
lita sup - AS ECUEY ls a.c. (21.1? 
GOD ALP “ 切 w， 存在 RL = [0.00 qued dE T XC E 
AQ) , & 
tim EE F Au 一 Blew) 
ato V 2hin inC1/A) 
证 iB O 是 熟知 的 . 结论 Gi) 是 由 于 Brown 运动 请 的 
连续 模 是 VIAn AO, 而 非 “2Ajin Inh). 实际 上 ，Levy 已 经 
HEHA: 如 记 A = V2hhmO/R) ， 则 对 任意 e>0 M ach, TE 
acis «n«b Ti | Als.) 一 站 Go 7 (0— Odi — sd. BE 


有 5， tts 5, Ft), ttry Eas RR s, c Cs GOSEL S, Ss, + 27, JF 


= o, t € Alw). (21.2) 


f£ | B@,,@) 一 BCs,w)| 22 —— d(t, 一 5) 对 所 有 s € Gres O) E 


a+] 
Z, FABLE 8tw) 的 连续 性 , 这 样 的 5' 必 定 存在 , 其 次 , 取 so suu, 
«iam E LOU) = BGua | > 2 jd ba — Sm). 


Rx so € Ls. Ml. 如 果 An 一 一 So Wj 1 BG, + Ay» to) 一 B, Ca) | > 


n 
"um qE) > 因此 
. | Bésy + hu — Boom] 
lim sup ~ l. (21.3) 
"n V 2hin(Cl1/h) 


由 于 对 每 个 区 邮 Ca 6) CC RI 中 必 有 一 个 5; 从 而 这 样 的 so 全体 
Aw) 在 Rl ER. JERA., He © AQ Wt, (21. 3) nü T. N 

12. 21 3 E ri A Pa AA PEE Be, BTA a BA ede : 对 
几乎 一 切 w、 存 在 R' = (0,00) 中 稠密 的 非 可 数 子 集 A (与 中 无 
XO. 使 QLD 成立 ， 这 只 要 将 Go 0. 分 成 三 段 ， 去 掉 中 间 
一 段 ， 对 其 侠 两 段 施行 上 述 步 又 县 可 . 

下 面 回 到 对 Brown 单 的 研究 . 

12. 22 定理 PAE 0250. MARR, MEER eo, mor 
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|W Cs, TA wy — W C522) | — SE 


lim sup t. (22. 1) 
ES w Zhln Iin(1/A) 


UE 由 于 WG.DO/V t sz 0) 是 标准 Brown iach, WE 
数 律 知 , RMSE eo, (22.1) 以 概率 成立 ， 由 Fubini 定理 ， 以 
BERE 1. (22. D SILA to 成立. 往 证 ， 以 概率 ]，(22. D 
对 一 切 > 0 WR, 

id 


Ws, FR.) 一 Ws, sf) 
svhin nc —-— 


BILE Z TEK, RRS LEWC 的 可 测 函 数 , 其 中 


(22. 2) 


L, — lim sup 
Ayo 


UM CDI O0) XC ea AES WC 是 可 选 的 . 由 Mey- 
er BOE. MBP Ret > OL, A Vt} 全 0， 则 存在 关 


于 a ? BARSE T EPIL A Vrs SPOS BG SWG, 
t) —WG,.O ,利用 定理 12.18 FHEA CO. r+) 知 ，B 仍 是 
一 个 Brown FA, a 6790, 我 们 有 

[Bis + A,63 — Bind) = fo 


Las — Ll <lim su ê. 
PAT | < lim sup 2AIn Incl /A) 


(22. 3) 
HIRE. Mh x vro. WS PDB O60 LO 
Jo +8, 即 存 在 一 个 正 的 Lebesgue 可 测 集 , PLANT. 此 与 
前 述 以 概率 1 对 几乎 一 切 220 成 立 工 二 V c FBS. 1 


12.23 38 B0. RSE F? 可 测 的 随机 变量 . 假定 


"rts 时 有 
lim sup WES th — WOOD + ht) — WEG) = oo, u.s. (23. 1) 
zm V/2hln In 1/5) 
UIH r 时 ， 上 式 也 成 立 . 
证 & Best) = W(CS 09 d st; +2) ] EES.) E 
Gus, KIE BÉ Brown f. 由 定理 12. 22 知 ， 以 概率 1 成立 
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| BCs + Ast) — BC £5] — SE 
/2hin InG /A) , 
对 -- 切 60. (23. 2) 
JAHE, MM =t, M 
i [WS + At’) WOS,r)| 
im sup 
hio /2hln In X174) 
IW GS + h.t) — WOGG.&4)| 
v2hln InC1/h) 
lim sup 1E 6:2 一 BOD) | 
— lim sup 
Ada V 2hln In] /hy 
== oxo — ft = (x3. i 
12. 24 注 ” ”R35 中 使 重 对 数 律 不 成 立 的 点 , 称 为 W més. 定 
FE 12. 23 表明 : 奇 点 可 浴 着 垂直 方向 蓝 延 ， 我 们 可 以 直观 地 把 这 
eS $e BY Gp AT d RE. | Brown HRE T BHO 7r e. 


. Ww M — . 


v/2hln(1/h) 
1 一 e Body ALIE EZ Fr E RE — BRE 
12.26 ik b S, Æ (22.1) 的 左 方 极限 为 0 的 so 的 集合 ， 自 
Rah, ETUA I EUH A ABI? Me >S,CS,? 答案 是 否 
定 的 ,实际 上 , 可 以 证 明 ; AE Octo 存在 so, 使 得 对 所 有 所 
Alt 间 的 与 《22. D. 成 立 ， 并 且 对 所 有 :ct MMe. (22.1) 不 
mir. 


lim sup 
Agi 


c= lim sup 
hin 


$12.7 Levy BR 


B D Æ 局 上 有 逐 段 光 少 边界 的 开 集 ， 定 文 
wg —[19WGO,z € Of ,Ss =NoWtz).z € OF}, 
DD) = {Raz € aD}. 
PCD) 一 (VV C R] 是 曲 边 梯形 ， 左 、 右 两 边 平行 于 
aii, bid a 的 一 段 ， 下 边 是 : 坐标 轴 的 一 段 )， 
PD) = [ViV C RA, OIE, 上、 下 两 边 平行 于 s 坐标 
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轴 ， 右 边 是 9D 的 一 段 ， 左边 是 1 坐标 轴 的 一 段 } 
rD = (GO) UPD) UTD). 
€* (D) = a(WQ(Q»iV € PCy}, 
SCD) = s{ WD N DY € PG»), 
BD) = WU f) VV € Pcp}. 
BR, SD) Gwe (Do 3H Hi Pl or, SOD) = SCD) V 
G (Dy. 
12.27 定理 i DOR EARRA ANNE, H 


CED), 7 (DE ) E (D). 
证 HTE EH o 域 震 由 Gauss 随机 变量 生成 ， 因 此 其 狸 
PEALE SHER. Hie, REE: 对 任意 z 和 所 六， 有 


a 


EW (x) [.5 CD) M 09" ODD} = EW Cz) |S" CDD ). 
(27.1) 


但 多 CD) © ACD) ORT ILS SE BE 12. 28) , 故 只 需 证 明 : 对 > € 
D, 

EL GO UD) = E(W G2 [87 (D) ) . (27.2) 

WA. i SOCD) D), FHER hA RK 

BA BLAE EE Cfr fu S* OREW OO : V EPD O BOE LES 

H-ilbert ZH, FF APR eS D. 这样 ,我 们 有 Z 9t 

ctm omnc, S BD) = IW CAD : ACD, A 是 Borel #}. 


显然 有 F Sre =o +e ET CA L 
BRL. 
HW GOAHBER BI BEA W GO = WW (zx), 其 中 WW 
(G22WUD DW. wW RND, WW Le. w'c 
8t 9, BE 
EUN G) + Ey = WI EW Loe +E" y 
(27. 3) 
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注意 到 WW (zz) .党 027.3) 右 端 最 后 一 式 正 是 多 ESO ED 
投影 . 因此 .(27. 3) 左 端 条 件 期 望 是 区 和 十 外 ^ 三 等 可 测 的 ,由 
It C27. 2). 量 


12.28 定理 i D Ble 12.27. 则 FDN FP) 
(D) e € (DNS C9, 因此 ,SYD) 是 SUR. 天 Cpc 的 最 小 
4H o th. 

证 出 定理 1.33 G) 和 定理 12.27 $0 97 420 D (CD) N 


ALD). 往 证 反 向 包含 成 立 . VED), 由 于 VV 可 用 有 限 个 正 
BEES JE, EIR AER. 或 者 是 两 个 R 22. Ro 


:€D,. H dG aD). Eid WOORXTetWGO : 2€ D, 


di.2D)-« L. VR B f, JA i e TA CD) RT UBI. 类 似 证 明 关于 
(DIN wl. 这 就 证 明了 €" (DISS CDI NSD). 由 于 uw 
(DINE (DC 学 (DN SD FD, AREE B 

自然 会 问 :定理 12.27 PAR o RSD) BEF FAD)? 


AUR D AAR ROBIE ASE MWA 名 DD) 二 FOD). (At hee 
88 D HAL. 下 面 是 一 个 反例 . 
12.296) 设 记 是 顶点 为 (0,0), (00,1),(1.0) 的 三 角形 . 由 于 


W Rh a, bk 0K (QD) — 60 G1 2. 0 LOB 


SD) HEARSE S CDR FD GAP BUR, 
ERRE. ETE WO), EE SCD) STE B9. FEE W CD) 不 是 
F (aD) A WAS. 记 D —E(VODOI S (D)). 由 Gauss 随机 变量 
JERR DÆ W G,1—:039 8/2 5 MER ,并 由 十 式 确定 
E((WCD) — DIWG,1 ~ sd} —0,0ssz 1. (29.1) 
由 此 得 D 一 2| Wot 一 wdu, 这 可 直接 验证 之 ， 
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Ei[W(D) — DIW, 5] 
E] 1 
=s€1 — 53 一 2f (] — s}udu 一 2| sa — udu = 0. 
RU H 


l ,而 


E D X WO». 实际 上 ,ELPW(D)] = ?| «a — uddu = 4 


ELW (D) E = i 


12. 30 dE 0 dE L f£ Grown 单 的 Levy 马 氏 性 不 成 立 的 事实 
表明 : 在 某 种 意义 下 , 通常 的 马 氏 0 一 1 律 不 成 立 , 即 存 在 一 些 事 
件 ， 它 们 在 边界 的 工 # 域 中 而 不 在 边界 g 域 中 ， 其 概率 非 0 非 1. 

12. 30' 注 考虑 射线 1 一 ;，s 宇 0， 则 单 参数 过 程 信 = Wi, 
si 0} 是 连续 靳 . 由 《$12.6 的 讨论 知 , 开 的 奇异 点 存在 ,在 奇异 点 
i 设 5 是 FODINA 
PAE, EMILE Ww. Sto) 基 乌 的 奇异 点 (这 样 的 5S 可 以 找 
AD WGS = W's) + W2s) Ep Ww o) = WD) D, = 
Luso) € Reus}. WH GOAL WGO 是 独立 的 蒜 . 如 果 3 是 
W 的 奇异 点 ， 则 它 一 定 是 W A WwW 的 奇异 点 .修改 定理 12. 23 
的 证 明 , 我 们 可 以 证 明 : MRS BW 的 奇异 点 , MERE E SE 
的 奇异 点 ; 如 果 3 是 W 的 奇异 点 , WERKE EEREBTÉ e AR. 对 
Ri, 如果 3 是 afGs) : s0: 可 测 的 ， WKF ae 4 S ER] 


812.8 水 平 曲线 


考虑 W 的 水 平 曲 线 G. 一 {z E Ri We) =e} ce BEM F 
HEEFT OG. 的 结构 的 一 个 有 意义 的 局 部 性 结果 . 
12. 31 定理 E EC RA —A. 以 概率 1, 过 z 的 水 平 曲线 GG 在 
z 处 是 完全 不 连通 的 . 
证 不 失 一 般 性 , Bi z= O. D. BS. BDH 0.10. 
DRA 2h 的 正方 形 的 边界 ，5; 是 LO. 2h] x LO, 2] HAR. 
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A, QV O1) > SupW G2. 由 于 在 J 上 {zx:Wi{z) —W(D; 


与 $; BABE, BOR VE: HJLE— Hu, FEF h—0. E oc 
Ja. 


BR PG) 0, TENE 

lim PCI.) = PG) =o. (31. 12 
d$a—s—1--À. v—t—1-A, Ma, v0, W 

Wu ,c)—WX(GI—A,1—25.Gsu)], 

Bi = 00 — AYZC[W(.1— AD WU h,.1—55]. 

B= AYEWO ADS WA h,i AD], 
WWE Brown E, B', B' 是 标准 Brown i£ 35. EMEA EIE 
B9. H. 


Ja — (Waa > sup [W Gv) + VIS ACBL — Bi + Bi 
一 BD). (31.2) 
LUE x] „B= VÀ Be G — 1,2), 90] (1. 20 RA 
J, = (WIS Sup, LW (wv) + VAG — 4 GS — 


id W Q v) AW x 


Bi + Be — Bp. 
{E W Æ Brown 4, B 是 标准 Brown 运动 ， 它们 相互 独立 ,而且 
E38 TEAK AAS, E. BFH Aok, 
VAOU — A). SUP. (B! — B +B Boo, RNA 
linP(,) = PiWa,1) > , sup. W (uv)} = P. 
DEDI ER " 
(31.12) 得 证 . 
由 于 7 =limsupJi XT (]etWGo Wa D= D| 


>G 


« e}( REGE PL Fe POI) = 0 zx 1. [BH PO?) > 0, 所 以 


Pu» = PL() Uj=1 E 

12.327 定理 12.31 表明 : 以 概率 1. W kK PRET E 

5 是 完全 不 连通 的 . 但 并 未 证 明 水 平 曲线 是 一 个 完全 不 连通 集 . 38 
- 270+ 


实 上 , 由 于 它 是 非 平凡 开 集 {zx:W(z) > W119} 的 边界 , 从 一 般 
的 拓扑 考 虚 ， 它 不 可 能 是 完全 不 连通 的 . 
研究 W XE HARA. HAS RIP. 


§ 12.9 |X Brown 单 


关于 Brown 单 的 定义 12.5 可 适当 推广 . 

12.33 定义 ” 设 测度 FE wm COLS8 11 3€ (0. D AD. RW — 
(Wee) € Ri) XI X Brown  , WR W 是 均值 为 0 的 Gauss 
REB. HOT mn ERS， 

EW {er Wz) =F (0,2, A za ]. (33. 12 
BF Ay W 的 强度 测度 . 

特殊 情形 ，F 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 时 ， 有 密度 函数 
fG) = GD ABERGI AG =AOh®. 当 foo = 
1 时 ， 广 六 Brown 单 就 化 为 Brown fA. 

研究 广 六 Brown 单 ， 是 很 有 意义 的 ， 见 张 渔 楚 [i]. 
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] - 两 参数 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 


$13.1 定义 


13. 1370€ X... BW = UW(a).a ze 0) 是 ( 单 参数 ) 标准 Brown 
运动 «0, 00 BATHE, X. 是 与 W 独立 的 随机 变数 ， 则 


随机 微分 方程 
{dX{a) =— aX (ada + adW (a), 
X» 5 X. (1.1) 
EE — 88 
Xa) = e*[X, + of craw c1. (1.2) 


RX = {X20} 为 单 参 数 的 . 一 维 的 《到 值 于 RO Ornstein 
—Uhlenbeck 过 程 ， 简 记 为 OUP, 

OUP, 是 Brown 运动 粒子 的 速度 的 数学 模型， 是 重要 的 一 类 
齐 次 马 氏 过 程 . 如 果 X。 有 N[o. 7. 正 态 分 布 , 则 它 是 平稳 过 程 ， 
WRX 是 常数 ， 或 有 正 态 分 布 ， 它 还 是 正 态 过 程 . 

很 自然 地 要 引入 参数 ,4 维 Ornstein 一 Uhlenbeck 过 程 , 简 
WA OUr KE MULE IR L5j， 但 本 章 只 研究 OUP. 

13. 23E X, iE W — (WD ,z€ RA.) 是 Brown $, XX, 是 与 
W fh agBOUUEENE. ac0. 800. o0 WEM. HER}, = 
C. D. 7m 

X = e ALX, + of ermal D 
Fk X = (UXGO zE Ri) 为 两 参数 、 一 维 Ornstein- Uhlenbeck 过 
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fe, iC A OUP.. 

OUP, 5j Poisson $, Brown 单 -: 样 , 同 祥 是 两 参数 马 氏 过 程 
中 最 基本 、 最 典型 的 过 程 之 一 . 但 OUT; 5 Poisson 4. Brown 单 
不 同 , 它 不 具有 独立 增 基 . 因此 , SOUP, 的 研究 , 同样 可 以 作为 
研究 更 一 般 的 特别 是 连续 型 的 两 参数 马 氏 过 程 的 很 好 的 前 导 . 


§13.2 基本 性 质 
ipJ = (i s.0) 365.0) (0,00), Hep 
JG) = [[ecmaw auo. (2.2) 
显然 EASKE. gm 
X(s.t) e "TX, + al Gey. (2. 3) 


i T = GE) "Z 一 Cs, T» ET = (ss "m fS € RÈ {ES = 5 5a r5 5 
sAsast, SELO.s ERREAL E TW E Brown fA aa EJ Cs.) = 0, 
X 


EJ Cs, DJ Cs, ty) 
= g| [| frs eon enema] 
[f Fr coz, aera ca un |} 
HEU 


= INI LGOLG3e** dadh 
ada ^ = 


= (eat — J] (ea^! — 1) /428. (2. 4) 
特别 地 JGO TSE 
DJ Cs 2) = Qe — 1) (ew — 15/4aff. (2.5) 


13.353738 PRINS CA ARR MEI i: 
G) X JE OU P;. 
GD X= (XG,D. Guo S (0,09) ,其 中 


or j "E — 1i 4 
2a ' 38 |] 
GID X = (XG,0, GOD = (0,0), 8m 


?oQ2 
AG yf) = eth X, -十 a d 


eT 
X(s,t) =e" #X, + oW| L » i e jente, 


28 
: on yfe —1 e^ — 1| _ 
证 grew 2.754]. my = YeD, G) 


= (0,0)) EESTE EYG. O — 0. AF 


ELY Csh DY (5,652) = [T ^ E 
oe 1 一 !| = EJG £04 Gest). 
HJ 与 了 有 相同 的 有 穷 维 分 布 ， 从 而 X HX efr. DUE X 与 
X s. 
13.45% if Z= (ZG.D.G.D 2 (0,00) , Hep 
Z ,ty 
= eX, to VO e - e) We,1). 
(4.1) 


iz 5X &tHIS)H)—5E2rdfn. BAE BAR Ie]. 
SHER QC BOR). 


J(Q) = fJe-^aw (a D). (4. 2 
[43 


13.5 $E ik (n. v) SG, D. B] 
XEGE Se Fe ON Caw) toe * MICA U BU C). 
(5. 12 
其 中 三 矩形 A= [90.2] X Lv. t]; B= Eu. s] X Lv, :]. C= 
[u, s] X [0, v]. 
证 由 (2.2) (2.3) 有 
As) = ee Rg m BUY. od Cue) | 
toe " *J(AU BUC} 
—e OBO X Cu ve) Hoe T FIXCAUBUC. E 
(5.1) 是 (2.1) 的 推广 ， 它 把 XX 在 任意 两 点 Go v X. 
G, DO WTR AK. 
13.6 命题 设 Ge. v) < Gs. DO. W 
XG,D = e ON Get) ge "T X (5,0) 
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— eT PU X Capa) 

十 ce "P JG v) 0.2 ]. (6. 1) 
E ADOD 
Xis m e “je >X, + oJO uU) — od ts v) Je" 
J-e * FUX. + sJCu,t) — adiu) e77? 
— e" FUX, + oJQu v2 — oJ (uv) Je" + eJC 0) 

a ge Mr “MN (ai) 十 e iu ON sw) — et au ONR Cn p) 

Toce TAJ Cuv), {st)]. | 


§ 13.3 各 种 马 氏 性 


4 5.— 1X WO yp Sz) YX E CP. € RE ) 适应 的 - 
13.75[ 理 OUP, 是 A 过 程 . 


证 HIE 13.6 和 定义 3. 42 得 出 ， a 
13. 8 定理 X 是 规则 宽 过 去 马 氏 过 程 , 其 齐 次 三 点 转移 通 数 
族 = 《人 00) 
Pist ryz, B) = [fistsrsy.2 bat. (8. 1) 
H 
种 三 点 转移 密度 

F€sstgreyezs8) = Fert - Jé + et Fy 
—e ty — g Pz|* /2HT), (8. 2) 
H,-— o /(» —e (0 — e ™) /dap. (8. 3) 


证 由 引 理 13.7 Rew 3. 43 得 蕊 有 宽 过 去 马 氏 性 , 因而 下 
面 〈8. 4) 的 第 一 个 等 号 成 立 ， 往 证 和 下面 的 第 二 等 号 也 成 立 : 

PiXie t sv +t) € BS AS) = PIX tsu +E) 

€ B|X luv}, X usv Ht) X Ce + 5,0)} 


= [AX o) T aD AX (at 十 sv) dE. (8. 42 
n 


由 此 及 定理 5.16 得 和 是 规则 的 宽 过 去 马 氏 过 程 ， 
A F JO. de so toja XE, Ba K v), 
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Xu edo D XQ — sev) TE REX Ceo) m x X Qu v +t) = 
PX b svo) 一 = 不 影响 Jeso Ct seo + O] RAA. 在 此 
BPP P61) AL XQ toe HOA TERA, TWA 
EX (u + su —— e "Preme “y+ e Be, 
DXGQ + s.u + t) 
m gig tn MtO DS æv lu tau ti) ] 
= getto P andaf ema = I, 
WEE ARLE X Qi v) = r, X Cau + 0 - yX — sv) =z FX Cz 
-Hsu O Ha EE Steyer, 62 . ARCS. 4) 的 第 二 等 


号 成 立 . E 
13.9 E XERA * SKE. 
证 ”由 定理 03.8 和 定理 3. 44 得 出 ， a 


13. 认定 理 X dii i RHE, BE Bee PCQu o ens 
(Gr £282. 00,0) SX Cu UO) Xi Gub. E R, BERNA 
Flu), Ct), y) 


i — 2 
| T MN (10,1) 


m 
2H? i | 
其 中 Ht 一 ipe nd -- e fm] es g i-e) 
Jue Peot oe Ce) 
+L err cy me en) 
证 OU] REE G PH GE Bei He 13. 9 得 
出 ， PHE C10. D. 
注意 (5. 1) 4A AS She. MX Ca) 二 工时 ;六 (sst} 有 
正 态 分 布 ,而 且 
EX) ey, 
DX (s,t) = ce? 2D FCA) + DICB) + DJQC) 3. 
(10, 22 


DJCA) = ef | away 


" Z6 * 


= | ett adb = | e™ — y — e) jaf, 


[3] Fi 
DICB) = Qe?" — e™ yeiP et) Aaf, 
DICO — i eee — git) [e 一 1， da 
代入 (10.2) fH (iC. 1). | 


$13.4 在 射线 上 的 导出 过 程 


iz X J OUP: 并 考虑 RL 上 的 射线 1 1 二 加 十 c， sm0. HM 
oO, ASO. X fed RSNA Y — (Y G), s20), 这 里 了 人 s) 
= X ts, A tH e), 

13.11 3| 理 设 Y, Z 是 两 个 独立 随机 变量 ,EZ 一 0， 如 Y= 
Z, as., WEY=Z=0. a.s. 

WE EZ? = EZY = CEZ)(EY) = 0.8 Z = Osa. s. | 

13.12 定理 MEY EET OUP, 的 充 要 条 件 居 4 二 0 
H c9. 

证 必要 性 ”由 命题 13.5 知 

YG) = X(s,As-- e) = e7**X(0,0) 


à PAG be 
+ se "7 maf | ef dala by, C12. 1) 
uu 
YP = X(0,c) = ec*X,. (12. 2) 


d 


Ji, Gs} = erential emma Ca P3. (12. 33 
d 02.22 MX C0.) 5 W Tr. Numi X C040) 5 JG) HH fl 
p.d Y Aj — OUP,.H (1.2). 
Yes) = ee- XO +4 ede | ea Ca). (12. 4) 
其 中 ,dd MM aH ae p Aca 有 闫 的 待定 正常 数 ,W 是 标准 Brown 
iib. 5 X(0,c) ddr. S 


Is) = de He Wo. (12. 5) 
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由 2.10.02. 40. C12. 5) 知 ， 对 任意 seo 有 
(e * — ec et) XC0.e) = oJ Gs) — J,G)]. 
由 引 理 13. 11. AME RE SO 有 


ts} = Js), a.s. (12. 6) 
iar 
EJiC) =- gg E e — 1! {ento — i). 
(12. 7) 
d gus 
EJiQ)— oe eu — ]J. (12. 8) 
a 
于 是 由 (12.6) — (12.8), UE EXE s 20 H 
arm 2A ( gie EN 1) i gie m 1! 
2 
= ee - 1). (12.9) 
e 
在 (12.9) 两 边 对 * 求 … 阶 导数 后 令 * 一 0 得 
zal D.) d? 2.10 
在 (12, 9) 两 边 对 5 求 二 阶 导 数 后 令 s 二 0 得 
— $e) + Bie E 24d. (12.11) 
1E(12. 90 两 边 对 s 求 三 阶 导数 后 令 s 二 0 得 
2fe- "A + Sale 2 — 5 1-2 28e | == — Paid", 
(13. 122 


由 (12.10) 40 c0. 下 面 用 反 证 法 证 明 : SHER 008 A—O0. 设 
不 然 ， 如 和 >0， 在 (12.10) PIS s 一 十 吕 取 极限 得 


(12. 133 


由 (12.10) (12.11) (12.13) 消去 eI 18 A BOE AL. 将 其 代入 
(12. 10) — (12.12) 组 成 的 方程 组 知 , 4 不 满足 此 方程 组 , TA. 


所 以 A 二 0. 
充分 性 对 520, 
XG,0) = e " "UX, + oJ sc) ]. (12. 14) 
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Uu Gs SO EXE LUE EU {dssc)} WGK, oss = 0) 适应 1 gu. 对 
SoS is . 
E { Fis, Ec) |? mn LF (s PL, ) 
一 ELI C, c) 一 f(s, TON — JE oD ELJI GS; A) — Ss, ei 
Bp fe 2 sa fic 
= gf [etta cau = Jr em dado 


n ES 


TÉ 


= © daB 1 De: — e™ j. (12.15) 
MA {J (sc) 3s > 0) FRR RMI E <> ÀJ 
<J > G) = gae" 1)(e* — 1) 

= gg €^ —3 Feda, €12.16) 


Fey SR 3 BSE C9... 52x00 适应 的 标准 Brown a W b 
JG) = | ver 1) oped (a). 


由 于 Xo GE uus SO) 独立 ,从 而 与 内 独立 ,并 注意 到 {12. 14)， 
有 
X (5.0) = eel eX, +e YI 一 全 75728| end a 


= e7[XC.o +o VO = 79728 | eati ca) | 
由 此 知 , X. = (X Gee) .s22 0) Jj OUP, ,其 相应 的 常数 参数 分 别 
为 

&— a, X, = RO 9 = oV ~ e P»/2B. 

充分 性 得 证 . | 
13.13 定理 ”导出 过 程 了 是 单 参 数 马 氏 讨 程 ， 它 有 转移 密度 
m. ' 
(y — xe HA) 

2H* , 
wis. ve KR! (13. DD 
它 是 正 态 分 布 N(xe 70? ©, A?) ysE BEER. Hon 


2 
IP 一 lap 1 — eii) (1 — eT] 


1 f 
FG V,ris.9) = ex 
> ArH P1 


' Z79* 


He AOL Tg PAG gg ats) TD, 
(13.25 
证 直接 利用 定理 013.10 而 得 . E 
13. 14 定理 EX <o, WY 为 弱 平 稳 过 程 的 充 要 条 件 是 : 
Inte? + 4a8EX2) — ding 


A= 0, c= 28 (14.1) 
HL ANS HS CS 
rex: a 
Bir) = e + 4aBEXi- " (14. 2) 
Wa HEUS : 
. "ENG 
f(a) a0 PX (14. 3) 


^ xa + OR) (o! + 4aBEXD) 
证 xR s, stereo, GERE LO. Mi 
Ars) = EX(s + vc, Als +c) + 0X, A5 ted. 


=e mein P exe + Sf ee ~ 1) emo — 4) ]. 
必要 性 证 明 : 因 了 是 弱 平 稳 过 程 , SUAS RRR BC rs) 不 依赖 
Yos RAMER s 0.8 - 5 I~ 二 0, 并 分 别 令 s = 0,5 = 1 得 到 
黄 方 程 , 解 此 方程 组 得 4 — 0. x A= HAUAD 4. D 882 
xx. 
充分 性 证 明 Yo 04.10 成 立 ， 则 


EX?) 
T c? à 
— - Zas— £t | 2 2 Bas __ wee 0 
etch EX + Zale — 11 (e%* — 1) |< oo. 
. PEX? = 
H (Tr .5) = 一 4eBEXi +o e . 


Borys) AR RCE SLM Y ERTENED 为 Y eR 
EI. HAR ea EMR BO r,s) = Ba.) , W 
B(r,s) = iaBEXio F z e. 
谱 和 密度 为 
ec EXS 


， _1 Um far - 
{= on | e Btodr- YA (4eBEXi+a°) 1 


+ 28+ 


ph die 


“ti aal 


t au 


13.15 X€ iF X, 是 正 态 随机 变量 ，(14.1) mr. WY 是 平 


$13. 5 JARE 
我 们 将 研究 OUP, 的 截 口 的 重 对 数 律 ， 并 指出 关于 重 对 数 律 


的 奇 点 可 以 语 着 水 平方 向 和 和 翟 直 方向 蔓延 ， 记 
MG + hot) — Fst) 1 


Ks.t) = limsup 
hed 


Jhinin (7h) 
(st) zx (0,0). (15.1) 
13.16 53| 固定 * 关 0， 则 对 每 个 So, A 
Kos,t) = (P — 19/28 e, ais. (16.1) 


WE EE ceo. 由 定理 13. 12 的 证 明知 ,二 (Gus 20} 
ECF os ZO B ARRP AE LJ, BO2.1600tc — 0 
给 出 . pi Bh BUE JUR ETE C Lus Z5 00 适应 的 标准 Brown 运动 
W, 6s) ,使 

Ja = WES, > GD. (16. 2) 
BRP. = Fi 而 二 二 a; OI, > (0 > s) iE 
TAD Ss > (s +A) —J, > (52 


= E 2i 1) [emda (16. 3) 
一 28 e ， a 
由 单 参 数 Brown 运动 的 重 对 数 律 
1 WALL J.T Go AD — WEG, 62)| 
im sup 
i V rb nInCG r0 )) 
= l]; a.s, (16.4) 


男 一 方面 ,由 (16. 3) RL’ Hospitale EM) — | 


. V rX D Inln(1/c0) 
| = Vt (0) 
aco V hIninCI/A) i 


= gg ^ 一 De. 
于 是 
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K(s,t) 
= Ij [WC J, > G TF 40 -Wi<d, > G))| 
— limsup 
Ao Tinni rh) 
vray nn rA») 
. l = (e? m 1 2 ur aide 
aa /Rinln@1JA) e M28 e"s avs 
BI C186. 15. | 
13. 17 5 | BH CH; Hy) ABA, Has. 4m. 则 
对 任意 6 二 (0.00 ER, 8 
Ay +e) HIER, 


| et IW (a ub) 


H A 


9 
一 上 era b). (17. 1) 
0 


EW iz) = WOH H+ xz]. 

WE 由 定理 12.18 $0, W7 ED on Th irm Brown t£. 530, 
对 AC S8CR10 WEDS WCOH +A) HB H-A-—(H Fziz€ 
A}. 为 证 (17. Dub: SEE AC AR), A 


Ld W) = | LOI + dW"). (17.2) 
d 


Unite; E 
实际 上 ，(17. 22d: BFW CCA— ED NES D WX AD LA. 
十 3]) 一 (17. DBA. 

WER IER ns ie Row RE BA ho EEDA I. 
CAR AC SCR )}) 的 线性 组 合 的 均 方 极限 . 由 (17. 2) 及 随机 积 
分 的 定义 


I (a be" * "dW (4.8) 


Cif fi a7 


= Í LCH, + a, H, + Det Pt aD IW a,b). 

[6,8] 
4 rm 一 ， 仍 由 随机 积分 的 定义 得 T. 1. E 
的 G, ®© ERL, f l 
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H, CER tH, +3 H ts He 
| f et BIW Ca, b) 一 | | e" Paw (a,b) 
HQ, 4H, 


"n FH. 


limsup Z 
n /Ahlninc1/AÀ) 
= y (eF 1) /28 evt tH, als, C18. 1? 


AME HOT. DOS. D ÆFA YST 
n ect BGB gu Ca af) 
n 1 l 


— T eem awe T | 
aso 


一 enh t BH, 


sta Pit "re 
f [ew aw (a,b) — f | en Pd WH (ab) |. 
üJu 


Ww" 视 为 引 理 13. 16 Paw. 得 8.1). a 
下 面 的 引 理 是 引 理 13. 16 的 加 强 . 
13.19 GE eso. WHE 1， ， 
KG = VG — 1Y/2Ben Rt — 4] cz 0. (19. 1) 
证 由 引 理 13. 16 及 Fubini 定理 可 得 ,以 概率 1, (19. 1) 对 
JL Bee 成 立 ， 往 证 对 一 切 eo 也 成 立 ， 简 记 wc. 一 
Gl — 1372Be7. 
如 设 不 然 ， 则 有 
Piu TFE t OW Ku x gu) > 0. 
注意 到 
odi [J Cs + Ayt) m JE Cu | 
OT nina 
对 国定 的 s，n, A, bt ope 0€. 0:250) 适应 过 程 ， 且 关于 
t 是 连续 的 过 程 ， AMAR. FE KG) ELFE SO} 
适应 揭 可 选 过 程 . 由 Meyer 关于 可 选 过 程 的 截 口 定 理 ， 对 可 选集 
A = (w) K (st) Æ gis, 
存在 {多 二 BM T ET, HALT, 1] TAPT, <a) >0,Ho@ 
€ B= (T, <œ} 时 
Kis Talan) A gs, Ta Cw) (19. 2) 
HAM St 6 L0 
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JG + ATO — JG, To] — |JG Hh. T; +8) 
— JG -- ATO —JG.T, + 89) +J Tal 
< [JG tho, +8) — J.T, 4-85 . 
L JJl +k TO — JG Tol] + [Js &,T, 4-8) 
— JG HRA, T) —JG.T, + IG TY) | 09.3) 
而 (19. 3) 右 方 第 二 项 等 于 


tA +f 
| | e * IW (a.b) 
T, 


n 


i 了 2 十 名 
-ff en "dW (a,b) |. (19.4) 


o4 T, 
AFT = (0.7,) 为 弱 停 点 ,其 在 互 上 是 有 限 值 的 . 故 在 (19. 32 的 
AE. GSR V AInin (1/42 RE Fi RioRlimsup, 利用 (19. 4) 及 引 
理 13.18, 有 
Kis, Talo) — V (e? — 19/28 evt ro 
KT (wm) + 8) 
KE, To + V (GP D28 et 9m, as, 
由 于 lim v Ce? — 1) /2Re oO 0, 故 对 B 中 几乎 一 切 w, 对 充 
4^ & > 0 BA 
K(s,T2,(#) + 8) 4 eG, TC) + 8). 
即 对 B rBILSÉ— H] e, 8E Lebesgue 测度 为 正 的 上 一 集合 
Ki(s,t,w) 35 pist). 
BF PCB) > 0, SHA URE 1,019. D SIL Re 2 0 p E" 
HFE. E 
13. 20 定理 HAEN sz 0; 以 慨 率 i， 


iXG + Aw) — XG.D| o 35738 
imsup fhininG /hy ° ° f 


—H] r= 0. (20.1) 
证 ”由 (2.2)， 
X(s t hat) — Xl) =e Piol G + hat) — JGauO] 
+ (e^ — LX, 4+ oJ G + k,£)]). 
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于 是 es + ht) 
—4JG,D]| — le* — 1] + |X, eJG +R D|) 
moxG + AE} — XG.O]| 
xe "Folds + RE — JGDEdH- je * — 1| 
* [Xo + oF + Ap) (20. 2) 


E] JG 十 大, 四 BF hE. 
le^ — 1] * |X, HOJ + At) | 


li 0. 0.3) 
ato JAlnIn(1/A)D (2 
1E C20. 2) 的 左 . 中 、 右 中 分 别 除 以 RInIn (1/4) ;然后 求 limsup， 由 
引 理 13.19 及 (20. 3) 便 得 (20.1). 


13. 21' 注定 理 13. 20 说 明 , 对 于 OU P, 的 每 个 截 口 过 程 ; 成 立 
重 对 数 律 ， 而 且 在 so 固定 时 ,以 概率 1. XI— 89126220 8 c Bo 
EEG 点 成 立 重 对 数 律 . 回忆 单 参数 Brown 运动 (W (2a 2:0), 
使 

. [Wis +A) — Wes] 

/hininG A) 
的 点 = 的 全 人 性 构成 的 集合 , 是 实 轴 上 不 可 数 的 笛子 集 , 具有 Haus- 
dorff 维 数 1,008 HFEA o{W(s) 5220} 可 测 的 随机 变量 SCm)， 
使 对 几乎 一 切 w， 有 
WS Cw + A) CS Cw)) | 

^ hinin(1/A) 
现 考虑 OUP, X. At > OKs AX MAA n 
[XCs + 4.2) — Xs.) | 


一 十 oo 


limsup 
Ado 


一 十 œ, (20.4) 


limsup 
Ain 


i (s,¢) = limsu 
5 any, P V hininC1/A) 
一 十 oo ad (20, 5) 


注意 到 (16. 22 ,J (st) 的 重 对 数 律 是 化 为 单 参 数 Brown 运动 进行 
85, X HG,O 的 计算 是 基于 Cs 进行 的 ,因此 , 易 知 ,存在 S 
可 测 的 随机 变数 Sm) ， 使 
HCS Cw), tw) = co, as, 
Rp S(@) J& OUP, 的 奇 点 . TU BER AE BLA X ate. WR 
(ERE, 同时, 依 对 称 性 ， 考 虚 水 平方 向 XX 的 相对 偶 的 奇 点 也 可 
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LB KPT 8 BE. 
13. 21 定理 i 0.5 是 多 :可 测 的 随机 变数 , 则 对 几乎 一 
Bj e. HE Co), tw) 一 十 co 对 一 切 上 人 > 如 成 立 的 充 要 条 件 是 : 
ACS (@) ,t,,@) =+ 99,a.5.. 
Wb 20.2»), REIER: Rhee s KCS Cw), tw) = co ,a. s. 
BUSES HERES K OS (t, 0 = o,a. s. BPA. 
& TG) 一 (5(w),to), 易 知 了 是 弱 停 点 . 记 
S=1—1,>0,A = 06,H = (h,0). 
于 是 JO 4 H) —J0D| — JOH E 4/0 T 
+H) —JOP 4 50 c-JO| 
K |JCS + hu - JOD | 
< MO! + A —J0)| + P+ Hr A0 —JC' + H) 
— JO HA +47). (21. D 
由 于 (2. 2), 
JQC) 4 H4 AO — MAT +A) — IT + AD + ICT) 
—JCOC ,T 4- H -- A]— JO TAHHA] JIT, THA] 


由 引 理 13. 18, ff 48 
JT Co , T C9) + H+ All 


lims 
no ^ hlninC1/A) 
= QUU Mage mi, ars, (21.2) 


在 (21. D 的 左 、 中 、 右 分 别 除 以 inn C713» 3ERR limsup 利 


用 (21.2), 得 
K(S(@) t9 e) — V (e! — 1) /de tt 
< KS (w),t,@) 
xz KG Coo) stort) 


4. / (er — D/2fe 3 tos, a.s. E 


$13.6 转移 概率 及 预测 


d PRO PCR 求 出 条 件 概 率 PUX GO Sal FE), 
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它们 以 三 点 转移 函数 为 特例 ， 此 外 ， 还 将 求 出 最 佳 预测 及 误差 . 

定义 5. 39 中 的 简单 折线 , 可 以 从 另 一 个 角度 来 刻 划 ， 下面 定 
理 是 显而易见 的 ， 肉 点、 折 点 的 定义 见 定义 11. 31. 

13. 22 定理 BRR ERR. MRE CB, 2 必 
为 吾 的 内 点 或 折 点 ， 且 对 任意 CR. BER 中 的 折 点 数目 有 
限 ， 则 如是 简单 折线 .反之 亦 正确 . 

将 定理 13. 22 S72 M11. 32 比较 . 正规 阶梯 折线 是 简单 折线 . 
反之 不 真 ， 因 为 简单 折线 可 兹 与 四 AHR. 设 B 是 简单 折线 . 区 . 
域 [AS Bl, BD A, Af BRI DOR. PAER. 

设 BB 是 简单 折线 , K= [A B] 是 梯形 域 , xz 一 G, 0 EK. 
Bz 引 丙 条 直线 平行 于 两 坐标 轴 ， 交 天 的 边界 OK Toms 20. 
点 ， 直 线 zz 平 行 轴 ，zzwti 平 行 * 轴 ， 此 两 点 闻 的 折 点 顺 次 记 为 
mp. ca EX. B m— Gn. v0. Oxuxun-c-1. Hé. 

Ho = HQ, VL oH. = uy cL ot x] Wo. T Uu, XL Vua 5, 

f= Up L^ UDQ — T DU, — 4 Dot D D, — Vare | (22.1) 

13.23 定理 设 > 各 天， 则 对 任意 实数 a, 

(i) POXGO Sa| FRK) = PIR) Sal Xz) i=051,", 
n+ 1}. ' (23. 1) 
HB = VF 

GD 在 条 件 X C) 一 xz， 0Si<nt1, ZF, XO HERS 
A Nm, 5, Hep 


n+] . 

m= » Cm Lig Tre SET y (23. 2) 
i= 

E = ate RMR, — K). (23. 3) 


其 中 MQ) = [fen wdw a,b). 
a 


WE 自 折 点 zy oe. zs, 向 直线 zz PER, EID A, 
= (s.v. = 1,8,5,-,n — 2. FE T l ARX H, = (oz, 
H, = zy bee H, = (z, sh, 4] E 如 图 12 所 示 . 
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图 12 
RY AIR 4 SIGE 6 D. ， 并 注意 (C22. D, fF 
Xz) 一 e 07? X (zy) + e PX Ay) 
EN gor FUN (R1 
Toe “PJH, ), 
X ih, 2) 一 eU OX Cz, D fe e 908.278) X Cea) 
ee pe X Gn) 十 ae Pes OH). 
由 此 方程 组 消去 ACh) of 一 1.3.5,*.n — 2 ,并 注意 ad CH.,) = 
JCR, — K). BU 


r+] 


Xæ 一 》 (一 Die OP 8879 X (2) 


1=0 


十 seJ (R, — K) = 5 + X (23.4) 
EPI Hol Xe OLiS tl) C. O RM, M2, 5 5 OK) 
独立 , 故 对 实数 E, 
Ele LEK)? 一 ei a) 
= Eie |X(z,),0Signtl}. (23.5) 
取 对 应 的 条 件 分 布 后 ， 得 QD. 

由 于 CR, — KO dE NO,MCGR, — K)) dfi HE ANOS) 
4.34 XGO = 2, OSi<Snt 1) AEM, 等 于 常数 m. dk 
(23.5) 的 第 二 等 式 得 GD. . | 
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13.24 ik fin=1. W Gi) PRAMBIEN EH 13.8 中 的 
三 点 转移 函数 ， 

下 面 设 XE NG.dOo 分 布 ， 从 而 OUP, WX, PESHE. 

AHO R.A RL c= Ge ov. z— Ge. D 间 的 转移 概率 
PiXts.t) x:a|X£&u,v) = xz). 8 asa 时 ， 此 概率 已 在 定理 
13.10 中 求 出 ， 对 一 般 的 zo z MRE FIRAR: 

13.25 定理 if C£, 8,0 BO CIE 32108 6 NOn; 0 分 
布 ，: 一 1，2， 相 关系 数 为 P， MH 5 c 时 ， & AES 

e 


N| m, + f mia — 9» (25.1) 
现在 应 用 定理 13. 25 F — Xuv), f = XG), BO. DA 
m, = EX(u,v) = e "7, . (25.23 
o? = DX (u,v) 
, a 
一 etm] dt + Se — Dc 一 D]. (25. 3) 
FG (048 GL v0 得 roi R o, HER 
EX Ct wy X (5,0) 
一 人 十 e'E[JG,) JG] 
— gc6ceo-Ru-OIEXI 
+ ae — (ef^? — 15). (25. 4) 


队 而 可 以 对 一 般 的 Zo Z 求 出 转移 概率 ， 特别 地 ， 当 git 时 ， 与 
定理 13. 10 相 比较 ， 可 得 


£0; — g 599 Be 


9, 
SREE B 的 转移 概率 ， 其 折 点 为 z= (x, v), zs 一 Go 
2), zt; = C, ws Aa 一 (s, t), X zx. z= (gs Ad & n, BA 
Z= o (uo. Vo? XB Faz 最 近 之 点 ， Bp 
pizza = infp(z,y). (25. 5) 
y€ aH 
A zlz,. Büro xc, M zx 
13. 26 定理 dB z= Cz, A) &B, zog B z«Lun. 则 
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GQ) PUXGO x a | S CB)) = PiX) Sal Xe}. (25.1) 
GD 34 X) =a. X GO B iES HB NO, P», AY eo 
zi Bj. 


b = e MTA PO (26.2) 

f! = e 99 MQR, — Re). (26.3) 
Mee, 时 ， 则 5， 户 可 由 定理 03.25 求 出 ， 此 时 

EX (z)X€z9) 


=g cereo PD Rye 十 fae" 一 pi 一 0 


(26.4) 
证 zB. Mz: Hj. A OS. 1), 
X (x) = e 9 *9-6—) X (2,) 十 ge^ ** AJER, — Re) 
=} +5, (26.5) 
仿 定理 13.23 的 证 明 得 (26. 1) 一 (26. 3). 
Merce, 时 ,此 时 zo 一 zx. HF Fao ARO RF oK) 
条 件 独立 , 从 而 多 - S7 CB) 也 关于 o(X GO) 条 件 独 立 , 由 于 
oX GD) C FCB) (XG) Sa) € Fw 
PUXGO Sa|F(B)} = P(XGO Sal XGz)] 


= PG) Sal|X(,)}. (26. 6) 

(26.4) 由 (25.5) 得 到 . " 
Sie MM eM. 设 ACR}, zA T 

(A) = Uh SCA) SB LE|A |! o). (26.7). 


MOR (Cz, A) € SCA), fE 
E|X(z) —l(z,A)|?= inf E|X (æ) — A|*. (26.8) 


hE FT CA) 
Rite APAX@HFXO) ve 4 的 预测 量 . 预测 误差 定义 为 
EGA) = E|X(z) — Iz, A) |’. (26.9) 


BDFOX RAGE, le, A) 重合 干线 性 预测 . 
于 面 的 引 理 证 明 简 单 ， 从 略 . 
13.27 引 理 BE = (869 = Cnet) 为 独立 的 随 
HEE. fs 9 为 两 个 Borel 函数 ， 
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EVO) | «2, Elg] ae. (27. 1D 
me= f(55 T g OD ftl 


EID = FOO + Eg). | (27.2) 
MEO g| «oot = fg OD Wl 
EES) = FOE GOD. (27. 3) 
更 分 别 考 虑 定理 13.23 PAY K 和 定理 13.26 HAY B. 并 用 那 
EHB.. 
-13.28 FH (D) r= (G, © EK. Wl 
Elz K} = 3 【一 1Ye To POD XC), (28. 1) 
mr 
e(z, K) = X (28. 2) 
(iu) 设 z = (gh) & Boz >z. Mj 
Elz, B) 一 e tt) PATH We), (28. 3) 
eltz,B) = F. (28. 43 


证 PR 2, AD = ELX GO | CAD) ,z & 4. 由 (23.1) 有 
f(z, K) = E4XGO | CK) ) 
= E(Xtz)|X(z2.D0x:z Sn + 1}. 
Mt (23. 4) 应 用 引 理 13. 22 CX (2D X Cz) EB JO — RD 
独立 ,又 EJ(R, — K) = O, Ex H1 (23. 4D B27. D 得 (28. 1D. 再 由 


(23.4) 有 
e(z,K) = E|X(z) — i, Ro = = eR ICR, — K)|? 
—_ =, 
类 和 似 地 ， 由 (26.5) 可 证 Gi). a 


(o 13.29ik EER PUXGO «a L7 CO) KIL A Ni 
HRF e 的 位 置 , 在 定理 13. 26 中 ,我 们 已 知 ,在 那里 的 条 件 下 ， 
EHE- DEH XC) WM. (Bi z& B. EE >z 又 非 r< 
> ， 它 可 能 较 复杂 ， 直 观 上 可 以 想象 ， 当 A RORTR SE THO 
时 ,情况 当 更 复杂 ， 但 对 某 些 z， 我 们 的 方法 仍然 有 效 . 
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Eo J; 
马尔 可 夫 型 两 参数 
随机 微分 方程 


] H 作为 随机 微分 方程 解 
的 两 参数 马 氏 过 程 


$14.1 马 氏 型 两 参数 随机 微分 方程 


14.1 马 氏 型 方程 1981 年 Yeh 首先 证 明了 两 参数 随机 微分 
方程 E 
dX(z)—a(z, X)dB(x)M- Biz, Kdz, rE R$, 
Xh, =Y. jan 
LR X — (X GO.z€ RL TERME HE. EP B EE Brown 单 .本 
章 基 于 Yeh 定理 ,证 明 马 氏 型 两 参数 随机 微分 方程 
dX (z)=4(z,X(z) d Bad + Ble, X(z) dz, z€ Ri, 
Xl, =Y. | 
(1.2) 
的 解 的 存在 且 唯 一 , 然后 讨论 解 的 各 种 两 参数 马 氏 性 , 并 指出 ,此 
解 是 规则 宽 过 去 马 氏 过 程 . 


$14.2 记号 和 Yeh 定理 


设 给 定 完备 概率 空间 (0,. 灾 ,PP) ,给 定 满足 条 件 CF) 一 (F,) 
的 多 Radio 一 (SF 2 CORY 假定 存在 -x 适应 的 Brown 
B B = (B). € RL). X T WA SERE 0, 和 Do ENEA 
EER, ERD, ALD, 为 同 - 一 过程 . 
14.2705 下 ,C2 (p> 1 p 00. iS F,Co) 表示 
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满足 下 面条 件 的 两 参数 过 程 理 = (Pe) E RV) 全 体 构 成 的 线性 
空间 : 

(i) OE ov ERAS. 

GD dQ(z o) 是 BRL) X 5 可 测 的 . - 

(iD WP Too, we = ODSTO ， 有 

e) i 

lel. = el |” |P) [a | «oo. (2.1) 

14.3725 Foe) wH Foe) 表示 满足 记号 14.2 中 
OGD 以 及 下 面 的 条 件 的 两 参数 过程 理 全 体 构 成 的 线性 空间 : 

Gi) 更 接 下 述 意义 有 界 : 存在 m0. URE 1 成 区 

sup [dO] Sim. (3.1) 


Civ) FF O = so Sls, Ss, Se Oe St He ys, foo, 
fA oo, iE 2, = Gat) € Ri, DORE 1 RS. 
Piz) = Peza) E z € [rusz igi] = 0.1.2: (3.2) 
14.4705 MRI XW) BW SS REME R EAZ 
pa 8}. 对 ACR, BW AS EW : fade. € A,cE 
R',1Sisaon AER). HM, SW) — BW RD BW) 
= BWR... 记号 MOR XW) AOR.) x BW) AIRS a. 
RixW—R 全 体 . 
14. SL 一 G BH io, BE M CR, XW). Wa, BE Lipshitz 
条 件 和 增 条 件 ， 简称 L—G (t. IR TEXE Ri 上 的 Borel (BE A 
( 它 在 有 界 集 上 的 值 有 限 )， 且 对 每 个 了 >0， 存 在 Loo, 使 对 在 
BrCRo rp MER S/S. Gg CW. BA 
letz, f) — alz g|? + IBe — Peg) |? 
<clf ro» — gn Ady) + | fle) ~ 9) [*}. G.D 
lez, DP + [Fe 
< LA IF) Ady) + FI? 1]. (5. 2) 


14.6123 LiCoY |A) BACR i128 Lr 14) 表示 满足 
下 面条 件 的 两 参数 过 程 目 = (DOG), € A) Ste: 
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(D ® Row GEI]. EIX xE A, OG) BS, 可 浏 的 . 
(i) © MERRE A BEE. 
iD XHEXE TOO, WAR 1， 
T.D) = sup |Pw |i e (6. 1) 


特别 是 ,4 = ARD, = [a.co)(a € ROR. 记号 成 为 
Li Gof [AQ 15 Co | R1 4S Cr | Du). 
14.7 EMX 设 存在 .o 适应 的 Brown B= (BG). € 
Ri}. a8 € MORAL x 证 ). 称 两 参数 过 程 X 为 方程 
dX(z)-— a(z,X)dB(2z) + B(z,X)ds,z € R} (7.1) 
的 解 ， 如 果 
(i) 区 是 .xx 适应 的 ， 且 样本 函数 连续 . 
(i) Xx € Rw E Q, Olza) = alz, X (e), po) = 
Bz X(w)). WOE F,Co fp € Fi). 
di IHR ER], URE L, 
X0,z]= [acy, XdBCy) + [po Day. C7. 2) 
14.8 Yeh 定理 iX Bé. JENA Brown A, a. 满足 工 
GRIF EYEL], HY 5S Bor. WAH G. D 
存在 唯一 解 X € LG | RL). 


$14.3 BE RU FEBRUAR 


14.9 L-G git i MR, XRO A (RS x BAR) 
映射 TRI XR R 全 体 . P a BEMOR XROM E L—O sit. 
如 果 存 在 Ri 上 的 Borel 测度 ACIE YE E88 EHEAR), HIA 
个 了 >0, 存 在 工 r>>0, 鸽 对 任意 的 2€ Ron ATEJ GEW A 

|a (fi — à Gg 
+ |B GIG» — Beg)? 


< LA Mo — 96 aay 
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+ | f(z) — gz) |21. (9. 1) 


Ja Cz, fæ) + [Az flz))[? 

< Eri IP) AG) + (Fl? +1}. (9. 2) 

下 面 的 引 理 14. 10 和 定理 14.11 是 显然 的 . 

14.108[38 ia, BE L—OC RH. 对 xzE rR, fEW, > 

az, f) =a (x, f(z) Fe =F ef), GAD 
Wi] «,8 € MR XW), Ae PRR L— GRR. 

14.11338.— he REL GRY € ils) Bis 
Brown 单 B 独立 . WFE. 2) BOE RE X € Lir |R), BE X 
满足 

O X Er, AR BOE. 

Gi) 4 (0) = a (2, X(z,w)) (Go) = B zX iz) BJ 
PE Fj) € Fi), 

Git) 对 任意 zERi， 以 概率 1， 


Xz] = fa Cn XQGVdBy) + [2 Cy XC dy. 
D 
(2i. D 


Bn 
XG) —— YCO + YOOz+ Y GE 9000 


+ [a oxo»2Bo0 + |B 6x Oddy. 


(11.2) 
14.12 ik Yeh 定理 的 证 明 , C1. 2 BRE X. TTA: > 
X'e) —— Y40) HYCO Q0 x) + Y (x @ 0) A = (XZ) ,2 E 
Ri) 已 经 定义 , (11.2) BAA X" GO REX) 后 的 结果 记 为 
AU! (V. M XP X0sa.s.. 
iÉacRi. D= [a, có, AL, RE D, HAR. 利用 变换 SD, 
—z—aC Ri, HERA de — a) = dz VAR Bi) z Blaj, 
z € Da: {hje Brown 运动 ,应 用 定理 14.11 ， 易 得 下 面 的 定理 . 
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14.13 定理 Re PMR L—C RA. RAERYE 
Lie ADH Y, 5 B,=(Bla.z).2€ D.Vhr. WHE 
dX(z)—2(z, XG)dBG)-- fi(,X(z)dz, z€D,, 
Xh SY. | 
| (13.1) 
存在 唯一 解 X,—(X.Go.z€ D, X. € LC pD). BA 
Gi) X, 是 v 适应 的 ， 即 对 ED, X.GO 是 .多 -可 测 的 ， 且 
X, 的 样本 函数 在 D. 上 连续 . 
GD XI z € Duw € 0,4 (zu) = a (2, X(z.0)) (m m) = 
Bz, XG 00). FE z € RL— D Bb d(z o) = J(z w) = 0. WS 
€ FC), € FG). 
GD Weep... ARE 1. 


X,(a,z] = fa (y Ky DdB) + 


fa Gs XC) dy. (13. 2) 


Bil 
Xe) = Y,Ga) + Ya 22 + YG @a) 


+ fs Gs X, (DdB y) 


+] (XG) dy, tt z € D, (13.3) 
14. 14 定理 i$ X BYE C-D WE ack, Y.— 
Xia. X, 7 (41.1) 的 解 ， 则 以 概率 1, 
Xal) = X) 对 一 切 = € D. (14.1) 
证 由 (11.2) MYL = Xh ARR YA BGO, Sa MY, 
与 B, fhe. A X € Liew (Ri), kk B O4.) Be X. € 
Lyr Do. 38 FS E BS (4.10 确定 的 X. 满足 定理 14.13 中 
G)GDGD. FAP X 满足 定义 14.7 中 GD Gili). NEUVE REGE JU 
的 . E 
14.15 E X E 1.2) 的 解 . 由 (13.30 (O4. D 得 
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X(x)—— XGa2 + X(a 60x) + Xir Wa) 
+ [s Cy, X(y) ABW) 


+ [3 G»XGdy,X x € Dy. (15. D 

从 上 式 及 注 14. 328 H LX iR e AEX GO 按照 (15. 1) 的 关系 依 

BT X Hha,aQ@z.2@a ABE X aX aO) XG Oa). WE 

398b à .ZETERR elm or omm (2 © Dr € Ri = 1,2,3, 
ce € 2), 使 对 = € Do ILE H ec 0. my. 

Xx, o) = Gale, X larw), Xia) zo), X(z Gao) m). 

(185. 2) 

Scb E.g. G en x xo) 可 如 下 得 到 : 设 z € D. GGICE Es 

Xa.) — — x, H r + aa gl DE XB 


gi 6X) Es) 


二 一 TI 十 Ts 十 十 fa Ce gay eximi n dBiy) 


+ [B origi eren tests) dy. (15.3) 
MY G2 Ce 62) ereru) — IUE Ep Eo X3 a... 
由 随机 积分 的 定义 看 出 : 
GO B22 CDG. G, ta’ ts tS BR) x 多 可 


ia. 
(QD ZEE ee Dy. rye war aE R, Qz, tis xs. zi cO) Æ 


安 : 可 测 的 ， 肯 与 I 独立 ， 这 里 


Ft = o{ Bld,el]: (d.e] C larzje (15. 4) 


F , = o{Blu,v)}, Y (u0), Y (0,0) : (65v) € Ry}; 
(15. 6) 


Feed 


Fisy Fn O | (15. 7) 
BERI 


14.16 ib UL X RE O.2» HR, WAY EA 上 是 独立 增 量 这 
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fa. ia 一 (u,0) € Ag sk = Cu + 5,2) € D,. B Y Cu + 5.0) — Ytu, 


0 -—YGGao —YG) 是 Zi 可 测 的 ,而 且 与 Su». 其 
中 


a ~~ 


F) =N F (16. 1) 
wed 


SF bets = ciB(id,el,YG +5',00 — Y(u,0):! Cd,e] 
C Gud sl]x[0,95),0x s Ss}. (16. 22 
此 时 ，(15.1) 成 为 
X(z) =— Y(ta) + X(a®2) + Y(z Goa) 
[8 XO 4B) + [Bo.xo»a». z € De, 


(16. 3) 
象 注 14.15 一 样 , X fer AAA X GO RE O6. 3) B5 E CRT X 
在 点 a O z MA X Ca CO 20. ERM. TETE PR. Pax € 
Dor € Rw € ID. AEH z E D, IJLE H o €A, 
X(z.«) = filz, X la O zw), w). (16. 4) 
mi E. 
O 给 定 z E Dafal, ++ 0 RESE(QR X S WH. 


Gi) 给 定 z € Dic ER fer, DEA HM, A 


与 FY 独立 . 
14.17 注 dX ER (0.20 的 解 , PY A LERE 
B. a 二 (0,0) € hsz = (s,u te) € D.. WITETEPR A (x moz 
€ D,,r€ R',o€ (), EED Bp. HILF—-WeEeR, 
Xiz a) = h,(z, X l arw), w), (17.19) 
而 且 
G) 给 定 rE Da filer t. 0 BR) x S 可 测 函数 . 


Gi) @ErED., TER, hr 0 是 S27" 可 测 的 , BS 
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Simp. Hun 


AI 一 V T" (17. 2) 
amd 


ett = giB(d.e .Y(0,v +2) 一 了 (Oo = dye] 
C [0,95 X Cuv +h x t xm i. (17.3) 


$14.4 UEXUGTB S EO EM 


除了 记 导 《15. 4) — (15.75, (16.1) (16.2) (17.3) 
(17.4) 外 ， 还 引进 记号 


Z= s(X(a),a E R), 6, = o(X(2)) , 2C Rh, HW, 有 
Si. Ft, WI 
14. 18 引 理 CF CF., VICI. mY Ea EEI 


立 增 量 ， 则 let 5 ZA 独立 ， Rte 5p HS? 独立 ， 


证 HFB, Y, XE GN, FCF, 7 ICE. 
再 由 注 14.15, X (22 — go (z, YO). YO G0 22 Y ( 69 000 Xz) 


BFS V AYO YOQ YOOL FH, TN. Br Hout es 


aE R XO EFT , WW , ， 从 而 多 .CC 穷 ,， 从 而 FIC 
S. GREERDE. | 

14.19 定理 ji X RE 0.20 的 解 . 则 对 任意 ac RE , 05€ 
RD. HER Borel 函数 =(z) . TER, id z—ad-é. WA 


Er XDF} 
= E {rX (2)) |X a), X la Gr), Xl Mad}. {19.19 
证 设 消 数 g, ATE 14.15 PHP, > 
Qr xa.) = CG ea) eoe. (19. 2) 
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HEE 14.15 中 的 GO) GD Rr 的 性 质 知 , CAR, DG iru nun 
是 AR?) x F n] lER X6. BLA RE Comm c R? Ay, Pir, Mae 


zo EFI. AS A? 独立 .。 REE 9.1). RE 
IERA LIRR 9. OH 
EDX (a) X(a@ 2 X(z Qa) | 27 1) 
= El®(X(a) X {a @ x), X(z (9 a),w) Xa) X la CO =z), 
X(x & ad}. (19. 3) 


5575 SE BY ER eR E 
Bix, +a Ta Xo) — T xs; Cx Lr 123) 0,4 (ev), 
ijj 


(19. 4) 
其 中 Mig =A, XB XC,€ BUR) * U Mi, — R , E. Mia 互 不 相交 , 


Bn 是 有 界 A: Ais Fs 独立 ， 此 时 ， 由 于 XG), 
X(a@z),X(z @a) WHE 57; 可 测 的 ,所 以 Du, CX G0 X Ca G2 


z), XQ Qa) A S: WW. 故 对 任意 4E 究 :， 有 
EDO (a) X(a @ 22, XG O9 a2,901 
= EU, My (X a), X a @ 2). Xz Ga) P (9) 


[PEE 
= EG Iu OG X la @ 2), X G G9 400) EG, Co. 
yp. . 
我 们 用 E Sog Xon o WO. DU ERE 
EI,GQO) E' E Iu, (Xe w) AX aG zo), 
Xr a mB, Cal} 
= El (aE d (ao). X Ca Q9 x.) QA (GG OD a0), ). 
eRe) = E'DOX(a.22,X (a CO zu) XG GO a,w),o') 是 


sX) XCa xo XG Gai c S: 可 测 的 , 故 (19.3) 左 方 的 值 

等 于 d, 同 理 可 以 证 明 ， (18. 3) 的 右 方 也 等 于 ple). 从 而 

(19. 3) XI fp ES PRÉC D n rS TUR YER RAD. FERRARA 
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阶梯 函数 列 (DL), BD On insons e -> OG, vri as BE 
BR C19. 32 Xf D, 成 立 , 从 而 取 极 限 后 对 ab sr. a 
14.20 2E X. a= Gis v) ECR, b= (s, D 290, xac 
6CD. itg. Mit 14.15 PRP. Xp AC RD. > 
Piu,vis.tim ar; Td) = Pg, (zr x m) € A). 
(20.1) 
14.21 定理 i X BYE O.200] RR. 则 对 a — u) CR, 
b= (54222 0,A € BR), A 


P(XG M so 0 € ALS a) 
= PIX E su +t) E A XQ. X uo -ti Xa rs, 
v)] 
= Pav ti X Guo) X Gv + 0. XO + s.) Asd. s. 
C21. 1) 
进而 P= {Pleustr A) t uv E Os > Or © Ri 
— 1,2,3,A € SR) A RHE RRR. 解 区 是 规则 宽 过 去 马 
氏 过 程 . 

证 (21. 1》 第 一 个 等 号 是 19.1) 的 特殊 情形 ， 其 人 次， 注意 ， 
BlxEgx—acbHBb.g.Qm. 9... OE BR) XS 可 测 的 , 故 固 
XE ab, A Bf. E C20. DIER PGoossstixiszesn A) XP Gn, 
xcd ØR. AL DAA EE ao (X40) X lavt), 
X Ge s oO 可 测 的 . 再 注意 (15. 20 ,不 难得 (21. 1) 第 二 等 号 的 两 
HERAK GG v) € DX Goo 0€ DP XQo v) € P) EA 
等 ,从 而 可 得 (21. 1) 第 二 等 号 成 立 . 

往 证 多 是 三 点 转移 函数 族 . 非 负 性 和 和 规范 性 明显 ， 水平 转移 
性 和 竖 直 转移 性 也 只 需 证 其 中 之 一 。 往 证 水 平 转移 性 . 

首先 , 由 (20.1} 推出 , 对 有 界 Borel WRAK r(x). ER, 
有 :a= (uy) € RL 


[ Pu ss Tl SX dg 


* 304 « 


= je + sev tenen zD dP. (21. 2) 


1 
HK, ERAPR rop = P + sí vss GE Tun AD EARRA 
[raisin ono IP GO + s.v TIEREN 


A 

= EP + spes tse gala de so do tox xs 50... A) 

一 Ela CG uso te Gal 5 of 1X1 xo X32 0322. (21.3) 
由 于 (15.1), 记 M= la, Cuts, v3. N= C Gets, v), 
Gatsts', ote, Ml 

Gale ts b sav HETT) 
二 一 看 十 zs 十 di 十 | dB + | Bdy 


MUN MUN 


=— a +r: + E+ [aan 
M 


+ | Ban + cb +a t faan t [Pay 


M N 
= g,G + sutton) + Co E) + z + feag + [Bay 
N N 
= Ue. ss vv t ES Gale T so d Ex expo 8.22). 
于 是 (21.3) SF 
El [gale ds sv tun nor] 


= Pluyoys + s! stijt). 


即 水 平 转移 性 成 立 . 站 
14. 22 定理 XENRO DKM. MX ATAR R 
= (QU. zER)} 有 宽 过 去 马 氏 性 . 
证 bmg 2C 1. WA O9 D, 对 zED,， 
PAX (2) € Alfr) = PUPCX CO € ALS: Mrz) 


— PUIP[XGO € AIX a) RaQ 2), XG Q9 2211472 ) 
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= PiX) € A|X(a) Xa CO z), X(z Ma)}, a 
14.23 定理 ” 设 初始 过 程 了 dk AQ Dd fg. X 是 方 得 


(1. 2) Mg. WX Fr = F., ER) 具有 i 马 氏 性 , ;一 
1, 2. 

证 只 证 1 SR. RRB. 对 任意 a= w, 0) C RÀ. 6 
= (s, t), z—adcb5bCD, i—-1l,-«,n. HE 14.16, ERE 
f; RAWE 14.16 的 性 质 GO GD. mHE 

X(z,,.0) = falz X la GO z, m) ,u). (23.1) 
对 有 界 的 Borel BY Al pa riata) ， 令 
OZ yt En) = CF Ca a Oden fa (ey uu, o) ). 
(23.2) 
WU EBRO x 多 ug. BAE Core xy) BP PCr, sms 


EAL 可 测 的 , 从 而 与 thor: 故 要 证 1 马 氏 性 , 只 要 对 
这 样 的 多 CE. tta Zr)’ 证 明 


Eld(XG Qr) X a @ 20 9| F 3} 
= EGO (a Beds Xa 09 z),@) | X Ca G0 2), 
E= lyn}. : (23. 3) 
而 这 可 用 类 和 似 于 证 (19.3) 的 方法 证 明 .， 设 阶梯 函数 
PCa ct ty we) 一 P» Fax. xa Gr ett ens C) 


(23. 4) 
EP A € BRD, MG m) = AL X -" XA; 两 两 不 相交 , 生 


SMG std) = R ypa (0 BAR FL 可 测 函 数 ， 因 而 


与 实 ! 独立 ， 先 对 阶梯 函数 多 证 明 (23, 3), 然后 , 对 有 界 的 一 般 
d^ TÉXE— BCA FHT RA (6.3.0. 9 ais. ;可 得 (23.3) 对 
HARRAH p " 
14.24 定理 RY dE A, 上 有 独立 增 量 ,X 是 方程 (1. 20 的 解 . 
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MW Xf a= QU. cE RG} Wi BRE G=1, 2). 


证 ”由 引 理 14. 18.5£.C X. MR AICP, FICF?, 
利用 此 关系 再 坊 定 理 14. 22 的 证 明 . | 

14.25 定理 设 Y 在 加 上 有 独立 增 量 ,处 是 方程 (1. 2) 的 解 . 
则 

@ 设 区 域 DC RS , 它 的 边界 3D 由 平行 于 坐标 轴 的 直线 段 组 
成 ,其 中 每 一 线段 的 长 均 不 小 于 某 正 数 e WX KF w= {多 ,， 
z€Ri,; M DEA Levy BAH. 

(i) 设 区 域 DC-RA. 对 cE R1. DNR. 只 有 有 限 多 个 不 相交 
的 部 分 ， 且 每 一 部 分 有 远 段 光滑 的 边界 ， 则 XX 关 于 w= (E, 
zCRt) 和 也 有 宽 Levy HEHE. 

证 由 定理 14. 24.X OF 8i I EG=1,2), {k 8312 
关系 图 得 证 定理 ， — 


$145 较 强 条 件 下 马 氏 型 方程 的 解 及 其 估计 


14.26 定理 设 YELstw |) H5 Brown Æ B jh. e, 
Be M! x ROWE :对 每 个 T>>0, 存 在 常数 Kr CR, 


a, y€ R', @ 
Ja(z,x) — a(z.y)| <Kylx— yl. (26.1) 
| BG 一 着 (zy E Krle — yl, (26.2) 
Jaiz | Kr + [xl), (26. 3) 
| Bx] Kr + (xl), (26. 4) 


WFE (1.250 frfE"E—REX € L;C IRL). 
证 ”只 要 验证 zx,B WRL— G RIF Sg € W. Si 
| @(2,f€z)) ~ à (x, g GOD | B Gf G2 
— B ega < Kr fle) — gl. (28. 5) 
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1a (x fz)? + | Be fe) |? 
SKA + AO S 4KFG + If]. (26. 6) 
iah WEL Gat. B 
14.27 定理 i ,万 满足 定理 14.26 的 条 件 
(26.1)——-(26. 4). a € RLY, € LC JAD H Y, 5 B, = 
(B(ta,z],x € 也) 独立. WAE C13. D AEE ip X, — (XL OD. 
z € D,j,X, € Lo | D. 
证 由 定理 14.26 及 平移 变换 xzE Dx--aE5Ri (dH. 和 
14. 28 引 理 i4 X EEM 14 26 PH. WAA T>, z 
€ Ra,» id Mr Ros A 
EIXGO |? xz C41 + sup |¥(a) |7) er. (28. 15 
E{sup|X(0,a]|*} < dril + sup E |Y Ca) I) [x]. 
(28.2) 
其 中 |z| 是 (O0. x2 HEI. ee. dr ARKET T 的 常数 ， 
证 uE (28.1). W X" fik 14.12 HEX. (26.3) 


(26. 4), 
E|X'(z3j|* <5 sup E|Y ta) |? 
ac ML 


+ SEL GX GX4BGO |" 


n sE|[ B CX! yy |? 
< 5 supë [Y Ca) |" + sef lz (y. X^ G [Py 
+ STEF 1B osx OD ay 
<5 sup E IY la) |? + 10K4| Ea + IXTI O) [Ddy 
+ 20KS EC + Xy) dy. 
s erll + sup E iY ia P» + er| EIX^ Cy) l'dy. (28.3) 
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这 里 cr 是 依赖 于 了 Wa. gue 
BE |X GO S ep H et |x| + ehle: +o 
+ e'l Ane + sup E |Y GO. 
. (28.4) 
由 于 X (2) + X (e), a.s. H Fatou 引 理 ,从 上 式 得 (28. 1). 
往 证 (28. 2). 显然 ， 
sup X CO,a2]" 


<? sup) | #(y-XCy) Id BO) | 
ae a Dn 


+ af Bo xo»ax] (28. 5) 


POR. RH (26.3) (26.4) 可 得 
E supl XC0,22] 


x2 supE | [Gy X 0048 |? 
2 f 
+ 2B [ 15 XO Ids | 
ù 
< 32 supE[ IG XC lay + zr | POXOD [dy 
< 64K} sup| EC + [Xty) dy 
+ skim EC + XOD dy 
0 
< 64K? sup[ C1 + ef supE|Y Q2 Ddy 
aE Ry D 56 M 
+ ski (1 + oF G + suplYG)|024y 
<= dr(1 + sup ElY Ch) lz]. [| 
bE Ms. 


14.29 i£ i&aCcRi.Y.CL;CA]AO, Y. 5 B, für. d X, 
= {X.(z).z € D.) 是 方程 (13. D 的 解 ， 则 对 Too 及 任意 
z€ DN Ran: 记 Min Ron. 
E[X.GI* S e Q + sup [Fa OD 1 eri, (29. 1) 
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EC sup X. (a ,b]I) < BrCl + sup |Y.G) 0) [2]. 
bE[a.x] $E My, 


(29.2) 
其 中 AQ Br 是 依赖 于 了 的 常数 . 

14.305) i 4,8 WEE 14. 26 中 的 条 件 . 设 a = Cv) 
€ R? 9 是 注 14. 15 中 的 函数 , 设 了 全 0,7 > 0. Mb = (5,0) > 0, 
b = (s.n) > Oz Sa th =~atb+s, F 


EI sup | gu Gui xii sa 一 g.G, xix auxi 
HERTA D 


< Kelile æl? + |x, - al + je: lF 
+ stsl th) + Ge HP s]. {30.19 
这 里 max (|r|, le |s i=1, 2, 3) Sr, W Kr AREF re AT 
的 常数 . 
证 由 解 的 性 质 和 唯一 性 知 
GaLz Eir Ez. £a) 一 G Gaz Eats) 


= (g,Cu s.v +t +t 3X 1X2 X3) + galu +s Ts vcr b,x, 3X2. 


Xa) — g.(u Fst Toten Tas Ta) cox —2', — r'a tpe + 

Egale Er or) | — a [a+ Egiz AE) dB 
b. ~~ ^ te 

++ | uB [z T 8,g.Ce 十 £m (x3 z 433 一 Bs 十 £,g. (£x, E 
ð 


Fat idi + 8) =A + A t A, AG. (30. 2) 
设 T0. Hid e(T) = (TT). TERI Sup HER z, E 
Rem P) De 而 取 的 . 34 maxtlx |. zi = 1,2,3) rit. E 
Esup | A, |* x 4Esup | galu 7 s.v titty mime) 十 工 | 一 
xy — z|? + 4Esup[ gelu ts + Sv 二 oxi ax x) t x4 — X4 — 
xil? 
+ 4Esupl galu + s.v + t, x4 Ersta) + xi — X. — xil) 
+ A[G — x) — G'— x — G' — x) 
« AKS!sQ +2) + AK G 十 s? + AK$Pst 
+ 12LG, — 2°)? + Gr, — x, + Cn — a'a] 
. 310° 


< KM. (30. 3) 
dB M = st HsH) 一 Gd s Gy x 4G, a 
+ Cx, — 2'5)*, 由 (30.2)》 和 (26. 1) C26. 2) 及 上 述 推导 得 
Esup | ACz + b) |? 3EsuplA|: + 3supl A,[? + 3sup [A.l* 
aiT} z 
«3E.M + o6KFE| LAG + E) |tdé 
qd 
十 61? K3E f un LAG + E) [d£ 


e{T)— z 
x K M + Ky E|A( + &)|*d£. (30. 4) 
. a 
利用 (30.4) IX SEXE n RA 
Esup|A(Oz + 6) PS KGMAKY MOT — u — D — v 
£)J T c 
+ KUMP — u — aT — ve — tfan! d 


wiT)—2: fe(Ti-z “(Tio 
Kaf Í -f E| Ate + £0 l dE dE, dE de 
È n ü 


— u OP eM 
+ 2RCT  XOK SCE — a — sT — v — 02*H / i 4-1 
(30. 5) 


其 中 RCT,X) = sup EXO [co HWM € Ds Cor | D). 


TTY 


ineo, (30.5) 右 方 最 后 一 项 趋 于 零 ， 从 而 由 (30.5) 得 
Esup |A(z + 5 |? < MK per TuTo 
从 而 得 (30. 1. 


< Xx LT 
i=f 


$14.6 SRA FORA EBEN A A BE 


14.31 EM dE = (P v,stixo yz A), Gv) € R? ,0 
X Ga) € Rh szy € RA € B) HIRR IR NER. KS JR 
Feller 的 ,如果 对 任意 < G.0 € RY AERA BE RR SE. 
EER, XX 
* Jii- 


Pte Oy Seb x. yz J) = [Paso est xy df. 
R 


(31. 15 

FE F XE XE XL 3E BEL AEIR Gu 0s Koo Yo 20 224 Cu v0 SS Ges H 
(uU. yz) — (ue Usa s Yost) FT» LAR 25 Qu oO ZR Gne A 
(t, US. Ved) — (s Uy Loe ypz) 时 , 均 有 

PHU, Satr Es ym J) — Pn Vy Se E Xo e Vos Zot). (31. 2) 

HX EEN 14.26 中 方程 (1.20 的 解 . 定理 14.21 已 指出 ， 
X 是 规则 的 宽 过 去 马 氏 过 程 ， HOo— eA OK 多 由 (20.10 B8 
E. 我 们 指出 : & 是 Feller B). AT X 是 连续 的 , X-Z Æ Feller 
Hj. AT x 是 宽 过 去 强 杞 氏 过 程 ， 

14- 32 定理 XH] ARB wR 52 是 Feller 的 . 

证 HO<Gs OCR Me. / d EAR. 设 a = Ge, 
Ui) Sa, = (ugs). 

Gi) 4Ca,.0, 7-9-2) A. Ha, =a, + (4.4), HR ED x 
G.A s E= k n AAC 2), 
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Tala 


+ i Pu, Uy 下 十 Sk 十 P.x.ypom f) 一 Py tye ss Try 
Ff) | SEI fl g., Cu + Tpu + ye) ] 一 fLg., Ga + h + 540, 
Tc kc Í.m.M ,1) | | 十 E|f[9., Cu 二 五 十 $v, +e t+ rae Ys 
z1)] Fl gale, + $50 + tz, yz) ]]| (32. 1) 

当 [CP Cu; „U1 r£, yz} 时 ， (32. 1) 右 方 第 一 项 趋 


于 0. 实际 上 , 由 于 iyong] yl + ly—wnl lE-al< 
[z— z| 十 |z 一 和 |， 以 及 解 过 程 的 连续 性 ， 由 图 看 出 ， 当 Ge, 
v) — Gas m), G, Js D — Cr, y, z) M, TREE A0, k 
0, yy, zi 一 z， 从 而 同时 可 得 hx0, k0, z m yen E 
一 z1， 故 由 引 理 14. 30 ff f A 
Ga, (te + 5502 + EVE. ED 
— Ja, (ey test S60, Hot Exe yz) (32. 2) 
再 由 SPARES, HARKE, (2.10 右 方 第 一 项 
趋 于 0. 
类 似 地 可 得 
Ga, (ey +a + sou, HEHE, y’) 
a Gu + $4v, d- É xis yx) (32. 3) 
再 利用 了 的 有 界 连续 性 和 控制 收 敦 定理 ,可 得 《32. D 右 方 第 二 
RMT o. Mit 32.1) 左 方 趋 于 0. 即 P 关于 Go v) 右上 连续 . 


GD PHF w, v) 左下 连续 的 证 明 类 似 C). | 
14. 33 定理 X 是 宽 过 去 强 马 氏 过 程 . 
证 ”利用 定理 14. 32 入 的 连续 性 可 得 . g 
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本 注释 中 引用 的 文献 , 一 般 地 是 作者 写本 书 时 的 主要 参考 依据 . 除 特 别 


说 明 外 ， 不 必 是 主要 结果 的 最 早出 处 . 
第 1 章 
$1—82 愉 是 一 些 常用 的 记号 和 玉 语 , dE fe SAR Sw [1] 和 谢 


§3 
84 


$5 


语 权 [1]. 
本 节 内 容 是 热 知 的 基础 关 论 ， 取 自 产 吉安 [1]. 
EESE [2] MAAE [1) SEL 取 自 杨 向 群 与 谢 语 权 
[1]. 
主要 参考 Rozanev (1) 和 王 梯 坤 的 一 份 未 公开 出 版 的 讲稿 . 定理 1.36 
和 定理 1.37 RARA C]. 


S28 

主要 参考 Imkeiler [1] 和 Waish [1]. 

第 3 章 | 
$1—$7 XEEmScETHWBBA [4]. BBA). Korezligolu 5 Lefortt1]»Kore- 


88 
§9 


zligolu 与 Lefort, Mazziotto [1]. 定理 3.21 RA RES [1]. 
参考 杨 振 明 [1]. 
主要 参考 李 应 求 15]、 刍 东 雅 [1] MRK [1]. 


$10 参考 罗 首 军 O) 


$11 


参考 黄 长 全 [24. 


$12 SAER [5] 
S44 sim gs He (1). 
LEE 


$1 
82 
$3 


SSW [2]. 
£B Ss AM [2] APB [2]. 
S27 8% [2]. 
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84 主要 参考 周 健 伟 [1] [3] 

$5 SBRKESM RE [1]. 

$6 Xt [2]. 

$:—811 ESA ARAME [2]. 

$12 参考 杨 向 群 与 向 红 锋 [2, 3]. 

Be 主要 参考 郭 军 义 与 杨 向 群 f1]， 谢 语 权 [2]. 
第 7 章 主要 参考 郭 军 义 与 杨 向 群 [1] 和 谢 语 权 [2j. 
Ssh 参考 杨 疝 群 与 刘 良 欣 [1] 

第 3 章 

$1 一 $4 主要 参考 Adler 等 的 [1]. 

$5 SOEUR [1] 

$6 参考 李 应 求 [6]. 

87 £5 $y5 [4] 

MK 参考 李 应 求 [2]. 

第 11 章 

$1—$5 参考 杨 向 群 与 部 学 腾 [1]， 李 应 求 [4]. 
$6 参考 李 应 求 与 杨 向 群 [1]. 

$7—$8 参考 王 桂 兰 与 杨 向 群 [1]. 

$9 参考 李 应 求 与 杨 向 群 [1]. 

$10—$11 238 grs Ree [1]. 

$12 参考 李 应 求 [4]. 

第 12 间 主要 参考 Welsh [1]. 

813% 

$1—$3 £52 [3] 

$4 参考 李 应 求 [3]. 

$5 md i. 

$6 £X IH [5]. 

第 14 x 

$1—582 参考 Yeh [1]. 

3 3 一 和 5 ASHER [1]. 
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